A Wigner—Eckart-tétel

Tétel (Wigner Jend, Carl Eckart, 1930): Legyen |jm) a forgdscsoport j-edik irrepjének
m-edik sordhoz, [j'm’) pedig a j'-edik irrep m'-edik sordhoz tartozé vektor, tovabba legyen
T, a forgascsoport J-edik irrepjének M-edik sordhoz tartozé irreducibilis tenzoroperdtor.

A (§'m!| Ty, |im) matrixelemre a kovetkezd osszefiiggés érvényes:

G| T3y 1gm) = (G'm/ (J5)Mm) (§'|| T ||5) (1)

ahol (j'm/(Jj)Mm) egy Clebsch-Gordan-egytitthat6 (melynek definicidjat alabb felidézziik),
(' T 1|7) pedig egy redukdlt vagy kétvonalas métrixelemnek nevezett konstans, amely nem

fiigg az m, m' és M kvantumszamoktol.

A Clebsch—Gordan-egytitthaték tulajdonsagaibdl kivdlasztasi szabdlyok addédnak a
szébanforgé matrixelemre: (j'm/| Ty, |jm) csak akkor lehet nemzérus, ha

Dj—J <y <i+T,

(ii)) M =m+ M .
Tovabba két ilyen szerkezetli matrixelem hanyadosaban a redukalt matrixelem kieesik, tehat

a hanyados fliggetlen a rendszer fizikai tulajdonségaitél:

(| T Ljm) (' (T) M)

G''| TE gy (§'!(J5)Nn) (2)

Eloszor szambavessziik a bizonyitashoz felhasznalt osszefiiggéseket. Az irrepekhez tartozé

vektorok és operatorok transzformécios tulajdonsagai az R forgatas hatasara:

J
Rljm) =Y _ DY(R), |jn) (3)
n=—j
J
RT{R™ = Y DY(R)yuTY . (4)
N=—J

Felhasznéljuk tovabba a direktszorzat-abrazolasok redukcidjat a forgascsoport irrepjeire:

J+i’
UDVIRU = @ DY(R), (5)

J=17—=7'



ahol az U unitér transzformaciéval tériink at a direktszorzat-bazisrdl az irreducibilis bazisra;
U elemei a (JM (55 ymm’) Clebsch-Gordan-egytitthatok. Ezekkel a bézis-transzformécié a
kovetkezoképpen irhaté:

g+’

ljm) & |j'm’) = Z Z |JM) (JM (55 ymm') . (6)

J=lj—j'| M==J
Ennek segitségével felirhatjuk az (5) baloldalén 4116 direktszorzat-matrix D>V (R),rmm: =
DY(R) DY) (R) iy elemét a jobboldalon allé direktosszeg-matrix elemeivel:

J+i’

DO(R)un DY (R =Y Z Z i (j5")IN) DY (R) xag (JM(jj"ymm'y  (7)
J=|j—j'| N=—J M=—J

Itt kihasznéltuk az (5) jobboldalan all6 matrix blokkdiagondlis (J-ben diagonélis) voltat.

Végezetiil felhasznéljuk az ortogonalitasi fétételt:

1

/ DY(R) DY) (R) iy dR = =05 Ormamt O / dR, (8)
J

ahol [; = 25 + 1 az abrazolas dimenzidja.
A fentieket elorebocsatva ratériink a tétel bizonyitasara. A matrixelemet a kovetkezd-

képpen alakitjuk at:

('m!| Ty [gm) = ('m!| R RT3 R Rjm) . (9)
A jobboldalon a transzformalt mennyiségeket felirjuk (3) és (4) segitségével:

G| T3y ljm) = 3 DY (R DY (R)as DY (R (| T i) (10)

N,n,n’
Kovetkezd 1épésként az Gsszegben szereplé DY) (R)na DY(R),, szorzatot dtalakitjuk (7)

felhasznéaldsaval:

(G| Ty [gm) = > > (Nn(Jj)Ll) DY) (R);,, DV (R)y, (Lk(J§)Mm) (j'n'| T |jn) .
N,n,n' Lk
(11)

Integralunk a csoportra, felhasznaljuk a (8) ortogonalitdsi osszefliggést és osztunk [ dR-rel:



./ . . ]- . ./ .
G| Ty [gm) = > > (Nn(Jj)LI) mfmén/zémfk (Lk(J5)Mm) (5'n'| T |jn) -
Nmn,n' Lk

(12)

Elvégezve az Osszegzést L-re, [-re és k-ra:

(G| Ty |jm) = (§'m’ (J5)Mm) > (Nn(Jj)i'ny (| T jn) . (13)

N,n,n'

25 + 1

Ezzel a tételt bebizonyitottuk és megkaptuk a redukélt matrixelem explicit alakjat:

G'NT 5 =

> (Nn(Jj)im) (' | T |jn) - (14)

5/
2‘7 +1 N,n,n’



