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El6zetes megjegyzések

(Apro javitasok a 2008. szeptember 5.-ei valtozathoz képest.) Sokat tortem a
fejem a feladaton, ami eléggé letisztult ahhoz képest, amit nyar elején hétfén
mondtam. Az a lényeg, hogy el kell kiiloniteni a kévetkezs kérdéseket:

e mi a konjugalas definici6ja, és mikor értelmes,
e az eszerint valés altér mikor lesz nemtrividlis,
o ez zart lesz-e az SU(2)-hatésra.

Az deriil ki, hogy S™C?2 és S"C2® 8™ C2 esetben is az a lényeg, hogy legyen
egy megfelels konjugélas. (Ez fligg dssze m és m' parossagéaval / paratlan-
sagaval.) Ha ez megvan, akkor altalanosan bizonyithato, hogy az eszerint
valos és képzetes alterek zartak lesznek az SU(2)-hatésra. S6t, olyannyira
altaldnosan bizonyithatd a zartsag, hogy nem is kellett kifrnom a valés poli-
nomokat, amit hétfén javasoltél.

1. S™C? eset paros m-re

1.1. Definiciok

Legyen V = C? vektortér. C feletti kétvaltozos homogén m-edfoku polino-
mok tere V' m-szeres szimmetrikus tenzorhatvanya: S™V, dimS™V = m+1.

Pp(z,y) €8™V,  Pu(z,y) = apfy™ " (1)
k=0

Jeldljiik:
X

T,y = =zeV. 2

y [y] @)

A homogén m-edfoki polinomok fontos tulajdonsaga:

Vee C: Pp(cz) = " Pp(z). (3)

1.2. Valo6s struktiara

S™V vektortéren megadhato valos struktira az alabbi konjugalasi miivelet-
tel, ha m € 2N:

Tm STV — 8™V,
Tmpm(l'vy) = Pm(_y7f)

| 72 Poa(2,y) = P2, —) = (=)™ P (2, ) (5)



ahol a valos struktura tulajdonsaghoz sziikséges utolsé egyenlGség (3) miatt
csak paros m-re teljesiil.

Megjegyzés: a konjugdldst definidlhatndnk —T.,,-mel is, ahogy ordn felir-
tad. Ha van egy T konjugdlds, akkor annak —1-szerese is j6 konjugdlds, csak
éppen a —T1 szerint valo valos altér megegyezik a T szerinti képzetessel, €s
forditva. (TR = R, akkor —(TR) = —R = (—7)R). Kdszénhetden annak,
hogy minden linedris, megnézhetd, hogy nem csak a konjugdlds lesz ugyanigy
J0 barmelyik eldjelnél, de az SU(2)-hatdsra vonatkozd dllitds is!

1.3. Valés polinomok

Vizsgéljuk az (4) szerint valos polinomok valos-linearis alterét! Ennek egy
tetszGleges elemét jeloljiik Ry, (z,y)-nal:

Rm($7 y) = Rm(_g7 j) (6)

Erre fennall:
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amibdl az egylitthatokra a kdvetkezs adodik:

ap = (—)m_kam,k. (8)
Ekkor igaz az is, hogy am,_1 = (—)*ay. Ezt, és az el6z6t dsszevetve:
ap = (=)™ a. (9)

Az ilyen tulajdonsagu vektorok csak paros m-re adnak trivialistol eltérd al-
teret, ahogy (4) is csak ekkor konjugalas.

A valos polinomok alterében (8) segitségével valaszthatunk szépen kinézs
polinomokat béazisnak, de a tovibbiakhoz nem lesz erre sziikség.

1.4. SU(2) abrazolasa
SU(2) irreducibilis 4brézolasa S™V-n:
Vg = [z’ _uv] €eSu(2), w,weC, |uf®+?=1,

VYm e N: om: SU2) xSV — ™V (10)

om(q)Pm(z) = Pm(qilz)-



1.5. A valés altér SU(2)-invarianciajarol
Allitas: A (4) szerint valés polinomok altere zart a (10) szerinti SU(2) ha-
tasra.
Bizonyités: A (6) feltétel valos-linearis, igy azt kell belatnunk, hogy SU(2)
hatasa egy valds polinomon valés polinomot ad. Tehat legyen

m

Ry(w,y) =Y apaty™*,

k=0

m (11)
k=0

ekkor kell belatni, (8), hogy

ar = (=) *a_k
\’ (12)

b, = (_)m—kgm_k'
Irjuk fel a transzformalt polinom egyiitthatoit:

om (@) B (2, y) = B (ux + vy, —vx +Uy) (13)

= Z ar(uzx + vy)* (=2 + TY)™ " (14)

k=0
_ kioak zk: (f) (uz)i (vy)* m: (m N k> (—vz) (@)™ (15)
m—k

ahol (16) egyiitthatoit a szokésos bazisban egy Kronecker-d valasztja ki (f :=
i+ j) az Osszetett szummakbol:

m k m—k

EN (m =K\ o ki ki, i

bp = ary (J( ’ >“Zum PR () i g (18)
k=0 =0 j=0 J

Ennek kell megegyeznie (—)™ /b, s-nel:

()" =

_ (oS Zi:ak mi <’:> <m]— k) W R (o) TS (19)

k
k=0 =0 j=0



Hajtsuk végre a i «» k—1i és j <> m—k—j indexcseréket a bels¢ szummak
utan: (ez a két binomialis tétel forditott felosszegzését jelenti)

m k m—k k m—k ' ‘ o
—r a3 (B)(" et o
k=0 =0 j=0 \' J
(20)

Hasznaljuk fel, hogy 6,,—i—jm—f = 0i4j,f, valamint végezziik el a kovetkezo
szimultan indexcserét: k,i <> m — k,j: (ez az eredeti polinom forditott
sorrendi Osszegzését jelenti)

= (=) kioamk Zf:mz:k (f) (m N k) uiﬁmfk’j(—v)k’iﬁjéiﬂ’f. (21)

J

Maér csak a minuszjeleket kell helyrepakolni. Valéban, mivel

(o) = (=" (=) () (22)
ezért
m o k m—k k m—k ' ' ' 4
=S, 305 (5) (M i,
k=0 i=0 j=0
m k m—k
—k— k m—k i—m—k—j, k—i/ —\j
:Z(_)m kam—kz <1)< ] >““ Ik (=0) iy j,5-
k=0 i=0 j=0
(23)

Igen, ha az eredeti polinom valés volt, ahogy azt (8) mutatja, akkor a fentit
osszevetve (18)-cal:

(=)™ by = by (24)
Q.ED.

1.6. Egy masik bizonyitas

Ez az a bizonyitas, amit én eredetileg akartam csinélni, csak akkor nem si-

keriilt, valamit biztos elkartam, mint honatyiink. Sokkal frappdnsabb, mint

az el6z6 alfejezetben latott polinomos-binomiélistételes-szummazds Griilet.
Irjuk fel a (4) konjugilas operatorat formalisan:

TimPr(2,y) = Pn(—9,7) = Pm(_y’ T) = Fm(gilz)' (25)
ahol
€= [_01 (1)] , (26)
2 =1, (27)
el=—e= [? _01] : (28)



Ennek a méatrixnak van egy nagyon furfangos felhasznalasa: (ezen mulik ez
a fajta bizonyitas, meg még egy rakas egyéb dolog) konnyen ellendrizhetd,
hogy barmely 2 x 2-es M maétrix adjungaltja elGallithaté ¢ segitségével a
kdvetkezSképpen:

—eMTe = adj(M) = det(M)M ™. (29)
Ekkor példaul egy ¢ € SU(2) métrixnél
¢le =eq L. (30)

e-t felhaszndlva irhatjuk 7 konjugalds operatorat:

A~

Tm = 0m(€)C, (31)

ahol C jeloli a komplex konjugalédst a polinomok terén, mint vektortéren.
Tehat csak az egyiitthatokat konjugdlja, a béazist nem. A konjugalds egy
vektortéren bazisfiiggd miivelet, de ez nem okoz gondot, mert végig a stan-
dard bazisban dolgozunk, amit (1) definial.

Most tehat az kell, hogy ha egy polinom valds, akkor az SU(2)-transz-
formaltja is valos legyen: 0m(Q)TmBm(2) = 0m(@)Rim(z) = Tmom(q)Rm(2).
Tehat Allitas:

Vg € SU(2) : [Tm, om(q)] = 0. (32)
Bizonyitas:
Tm0m(q) = 0m(€)Com(q) (33)
= om(e)om(@)C (34)
= om(cq)C (35)
= om(qe)C (36)
= om(9)om(€)C = om(q)Tim. (37)

ahol (34)-nél kihasznaltuk, hogy nyilvan 0,,,(¢) = 0m(q), hiszen o, (¢) matrix
elemei az eredeti ¢ méatrix elemeinek m tényezGs szorzatainak valés linedr-
kombinécioi, (ahogy az (18)-bol is leolvashato) (36)-nal pedig, hogy egy q €
SU(2) matrixra g = (¢")T = (¢71)7 és hasznélhato (30). Q.€.D.

Megjeqyzés: Tehdt taldltunk egy operdtort, ami felcserélhetd eqy irredu-
cibilis dbrdzolds minden elemével, és mégsem ardnyos az identitdssal! Nem
mond ez ellent a Schur-lemmdnak? Nem, mert a Schur lemma komplex-
linedris leképezésekre vonatkozik, mig a konjugdlds nyilvan konjugdlt-linedris.

Megjegyzés: Ez a bizonyitds mikddik dltaldnos m € N esetén. Ez nem bayj,
de hozzd kell tenni, hogy pdratlan m-re a valds altér nulla dimenzids. Ehhez
felhaszndlhaté a (6)-(9) kovetkeztetés, de bizonyithaté a TRy, = Ry, homo-
gén linedris eqyenletrendszer mdtrizdnak determindnsdval is, mely nulla, ha
m pdaros.



2. S"C?2® S™(C? eset

Az el6z6 fejezetben leirt gondolatmenet altalanositdsa akkor mikodik, ha
m+m' € 2N. Ha kiilon-kiilon m és m’ € 2N, (tovdbbiakban ,pdros eset”) ak-
kor a két tenzorszorzattéren egymastol fiiggetleniil eljatszhato az el6zé fejezet
konstrukci6ja, vagyis Tmm' = Tm®Tn, a valos alterek elgallnak kiilon-kiilon a
két téren, és ezek az el6z6 fejezet szerint zartak lesznek SU(2) hatésra. Azon-
ban ennél tobb is elmondhat6: meg fogjuk latni, hogy ha m és m’ € 2N+ 1,
(tovdbbiakban ,pdratlan eset”) akkor is belathato az SU(2)-zartsag. Nézziik
tehat!

2.1. Definiciok

S™V @ 8™ V' az olyan C feletti négyvaltozos polinomok tere, melyek az elsé
két valtozoban homogén m-ed fokiak, a masodik kettében pedig homogén
m’-ed fokuak

P (z,y,2',9) € SV ® Sm,V’,

ke k, m—k_1k'  m/—k' (38)
Pmm’(x’ Y, CL',, y/) = Z Z Agk’ T ym— ' y/m .
k=0 k'=0
Egy ilyen polinomra altalaban
P (,y,2",y') # P(2,y) ® P (2, 9/), (39)
ahol P, (x,y) € S™V, Py/(2',y') € S™V'. Ez az egyiitthatok szintjén:
Qg # Apa)y. (40)

Kkvantumosszefon6dasos nyelvet hasznélva az ilyen polinomot fogom dssze-
fontnak nevezni, melynek ellentéte pedig a szepardlhats. Jeloljiik:

/

ry = [y] —zeV, 2y = [y] —JeV. (41)

A fenti polinomok fontos tulajdonsaga:

Ve, € C: P (cz,d2) = cmc'm/Pmm/(z, 2. (42)



2.2. Valos struktiara

Az &llitas az, hogy a kovetkezd 7, komplex konjugdlas mikddni fog parat-
lan esetben is:

T = Tm @ Ty © SV RSV — 8"V @ 8™V,

Trm! Py (ZL‘, Y, l‘,, y/) = Pmm’(_yv z, _5/75,)7

(43)

ahol 7 a (4)-ban definidlt konjugalas. Ekkor

2 I
Tmm/Pmm'(377y733 7y) =

P (—x,—y, —a', —y) = (—)m+mlpmm'($73/7$/ay,)- (44)

Ahhoz, hogy ez a (43) konjugalas legyen, csak az kell, hogy m + m/’ legyen
paros, kiilon-kiilon nem kell parosnak lennitik.

Az, hogy (43) tenzorszorzat alaku, azt jelenti, hogy elemi tenzorok kon-
jugéaltja is elemi tenzor lesz:

Tmm’Pm(fL'a y) ® Py (lj, y,) = Tum(:L', y) & Tyt Py (lJ, y,)

R T (45)
= Pm(_yv CC) ® Pm/(_y/’ xl)

Ezen is latszik, hogy maga a konjugdlas nem tér el a korabbi séméatol. A
lényegi kiilonbség a valés altér meghatarozasakor keriil eld.

2.3. Valé6s polinomok

Vizsgéaljuk most a (43) szerint val6s polinomok alterét! Nem tehetjiik fel,
hogy a valds polinomok tenzorszorzat-alakba irhatoéak, amit (40) fejez ki.
Jeloljiink egy ilyen Osszefonodott valos polinomot Ry (x,y, 2/, y')-vel:

Rmm’ (SU, Y, .’E/, y/) = Rmm’ (_ya E) _gly f,) (46)

Erre fennall:
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amibdl az egyiitthatokra a kovetkezd adodik:
agr = (=) ) T (48)

Ekkor igaz az is, hogy @y—km/—k = (—)k(—)k/akk./. Ezt, és az el6z6t Gssze-
vetve:

Ark = (—)m+m/akk/. (49)

Az ilyen tulajdonsigu vektorok csak paros m+m’-re adnak trivialistol eltérs
alteret, ahogy (43) is csak ekkor konjugalas.

A valos polinomok alterében valaszthatunk szépen kinézs polinomokat
bézisnak, de a tovabbiakhoz nem lesz erre sziikség.

Jarjuk korbe egy kicsit a szeparalhatosag kérdését, mert ez vezet el oda,
hogy megérthessiik, mi a kiilonbség a péros, illetve paratlan eset kozott! A
péaros esetben a két szorzattéren kiilon-kiilon van valdés altér, ha vesziink
ezekbdl egy-egy elemet, ezek tenzorszorzata nyilvin szepardlhato, viszont
az ilyenek tetsz6leges valés linedrkombinacidja, ami a szorzattér valés alte-
rének eleme, nyilvin nem lesz szepardlhaté. Annyit tudunk tehat, hogy a
pdros esetben léteznek szepardlhato valds polinomok. Mit tudunk a paratlan
esetrol?

Nézziik altaldnosan, milyenek a szepardlhaté valos vektorok: Legyen
ag = agay,, ekkor a (47) szamitas szerint a valés polinomok (48) tu-
lajdonsaga: agal, = (=)™ *(=)™~*a,, 4a , ... Ekkor az is igaz, hogy
Akl = (—)* (=)™ Faa , ,,. Ha ez nem nulla, akkor ezzel leosztva az
el6z6t, majd a nevezdkkel felszorozva kapjuk:

] = (=) |am-l* (50)

Ennek az egyenletnek akkor van trividlistdl eltér6 megoldasa, ha m péros.
Hasonl6 eljatszhaté a mésik térre is. Tehat azt lathattuk meg, hogy a pdrat-
lan esetben a valds altér elemei nem lehetnek szepardlhatok!

2.4. SU(2) abrazolasa
SU(2) irreducibilis abrazoldsa S™V ® 8™ V'-n a két téren valo &brazolds
tenzorszorzata lesz:
Vq € SU(2), VYm,m' € N:
omm = SUQR) x S™V @8V — 8"V @ S™V!
Omm! = Om & Om/
Omm' (@) P (2, 2) = P (47 2,4712).

(51)



2.5. A valés altér SU(2)-invarianciajarol

Allitas: A (43) szerint valés polinomok altere zart a (51) szerinti SU(2) ha-
tasra.

Bizonyités: A (46) feltétel valos-linearis, igy azt kell belatnunk, hogy SU(2)
hatasa egy valds polinomon valés polinomot ad. Tehat legyen

m m
Rmm’ (IE, Y, .’E,, y/) = Z kk’xkym k k’y/m’—k’, (52)
k=0 k’'=0
m m'
Qmm’(Q)Rmm’(x> Y, x/’ y,) = Z bkk/xkym k w ylm " ) (53)

e
I
=
X
I
=

ekkor kell belatni, hogy
arer = (=)™ ()™ Gt
x|} (54)
bk = (=)™ (=)™ " bt -

A 1.5 fejezetben leirt bizonyitas egy-az-egyben végigvihets itt is.
A korébbi (13)-(17), (18) szamolassal analog moédon adodik a transzfor-
malt polinom by egyiitthatoira:

/

m m k —k
k m—k i—m—lk—i s —\1
B E £ () e
=0

k=0 k'=0 i=0 j
K om/—k
k/ /_k/ / ! / -/ 4
> <)<m 7 ) W TN (o) G (55)

Ennek kell megegyeznie (—)m*f(—)m/*flgm_ﬁm/_f/—vel, amit a (19)-(23) sza-
molas szerint gyarthatunk le:

(=) ()" By, =

!
—§ E m kam k,m/— k' X

k g
Z Z < )( k>ui/um’_k'_jlvk’_i/(—v)j/5i’+j/,f" (56)

Igen, ha az eredeti polinom valos volt, (agw = (—)™F(— )m K G e/ — k')
akkor a fentit osszevetve (55)-gyel:

(_)mif(_)muflgm—f,m’—f’ = bff" Q.E.D. (57)
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2.6. Egy masik bizonyitas

A 1.6 alfejezet bizonyitésa itt is végigvihetd, mivel (31) szerint
Tmm! = Qm(g) & Omy (€)é

(43) miatt.

Allitas:

Bizonyitas:

(6) @ 0w (€))C(0m(9) © om(a))
om(€) ® omr (€)) (0m (@) ® omr (@))C

Ty O (4) = (
(
= 0m(€)om(q) ® om ()om (7)C
o C
)
0

® Qm’(gq)
® Qm’(qa)é

~

Q.£.D.
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