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Napjaink kutatdsanak kozkedvelt témdja a kvantumszamitégépek fizikai megvaldsitdsa. FErre
a természet tobb eszkozt is kindl, mi csak egyet tekintiink: a geometriai fazisfaktorokat.
Sajatallapotbdl adiabatikusan idéfejlesztett kvantumrendszer sordn a kiindulasi allapot csak egy,
az idéfejlédés palyajara jellemz6 fazisfaktort szed Ossze. Ennél érdekesebb az tigynevezett nem-
Abeli eset, amikor a kiindulasi allapot energianivéja elfajult. Az adiabatikus id6fejlédés ekkor is
meghagyja a rendszert ezen a nivén, a kiindulasi dllapot azonban az e nivéhoz tartozé tébbdimenzids
altérben az idéfejlédés menetétél fiiggé mdédon ”elfordulhat”. Ekkor a geometriai hatast egy unitér
maétrixszal irhatjuk le. A megfelel6 médon torténé idéfejlesztés hatdsara ez a métrix olyan alaki
lehet, ami megvaldsithat egyet a kvantuminformécié-kezelés alapmiiveleteibél, a g-bit kapukbdl.

I. ADIABATIKUS IDOFEJLODES ES GEOMETRIAI FAZISOK

E fejezetben dttekintjiik a dolgozatunk alapjaul szolgald elméleti hatteret. Az ide tartozé irodalom: bevezetésképpen
[1], részletesen pedig [2].

A. Bevezetés

Egy kvantumrendszer fejlddését leiré Schrodinger-egyenlet egzakt megoldasa igen bonyolult lehet, mér egészen
egyszer( potencidl esetén sem taldlhaté hullamfiiggvény zart alakban. Specidlis esetben, — amennyiben a potencidl
idofiiggetlen — a feladat a rendszert leir6 Hamiltoni sajatértékproblémajanak megoldasara ”egyszeriisodik”. Ez egy
homogén linedris masodrendii parcialis differencidlegyenlet, tehdat elképzelhetjiik, hogy helyzetiink ekkor sem kénnyt.
Am az adott probléma &ltaldban még csak ennyire sem kellemes. A fentinél altaldnosabb eset, ha a potencidl
nagyon lassan véltozik az id6ben. A "nagyon lassi” adiabatikus valtozast jelent, a rendszer id6fejlodése staciondrius
allapotokon keresztiil torténik. Ez a lassusdgi kritérium gyakran teljesiil. Ez torténik példdul akkor, amikor egy
kisérleti elrendezésben valtoztatjuk a magneses teret, és ennek a valtozasnak az idoskaldja nagysagrendekkel lassabb a
hozza csatolt kvantumrendszerénél. Az adiabatikus kozelités masik érdekes alkalmazdsi teriilete a kvantummechanikai
soktestprobléma, ahol a potencial, melyben az elektronok mozognak, valtozik az atommagok mozgédsaval, melyet
azonban — a konkrét problématdl fiiggden — adiabatikusnak tekinthetiink a jéval gyorsabb elektronok mozgasdhoz

viszonyitva.
Lassuk, miben egyszer(ibb a helyzetiink, ha adiabatikusan véltozik a rendszert leir6 Hamiltoni! A probléma
altalanositdsaként jelolje X = X(¢) a Hamiltoni folytonosan és idében adiabatikusan viltozé paramétereit! A

lehetséges paramétereket az M paramétertér tartalmazza, melytol azt varjuk el, hogy lokalisan Euklideszi legyen,
vagyis, hogy az adott folyamatban szébajové paramétereket tartalmazoé U C M nyilt halmaz diffeomorfan leképezheto
legyen R? nyilt halmazaira. A kdrnyezet véltozésa egy folytonos gorbét definidl M-ben.

Ekkor a Hamiltoni

H=H(X(t)) (1)
a rendszer allapotainak H Hilbert-terén haté operdtor. H vektorainak — jelolje ket |¢)(X(t))) = |1 (t)) — a rendszer

konfigurédcids terének helyreprezentdciéjdban a ¥(r,X(t)) = ¥(r,t) = (r|¢(t)) hullamfiggvények felelnek meg. A
Hilbert-tér skaldrszorzatat a kovetkezd Osszefliggés definidlja:

(e@)|(1)) = /drsb(r, X)) (r, X (1)) (2)
A rendszer id6fejlodését az idéfiiggd Schrodinger-egyenlettel irjuk le:

ihd|(t)) = H(t)|1 (1)) 3)



A rendszer energiasajatallapotait a Hamilton operédtor sajatértékegyenlete adja. Alkossanak ezek teljes ortonormalt
rendszert! A kiilonb6z6 paraméterekre nyilvan més és més energianivékat és sajatallapotokat kapunk:

H(X(t))|n, X(t)) = En(X(t))|n, X(t)) (4)

Itt azt koveteljiik meg, hogy a nivék és a sajatéllapotok sima és egy-értékii fiiggvényei legyenek X-nek. Ekkor X(t)
folytonos véltozdsa mellett a sajatalterek folytonosan elfordulnak H-ban.

B. A kvantum-adiabatikus tétel

Ideje tisztaznunk, hogy mikor beszélhetiink adiabatikus kozelitésrdl, vagyis, hogy mikor elég lassu az idofejlédés.
Azt szeretnénk, hogy olyan kis energidju legyen a paraméterek véltozésa, hogy a rendszer végig megmaradhasson
egy sajatenergiaszinten. Ahhoz tehat, hogy a kozelitést alkalmazhassuk, eleve nem szabad, hogy a szomszédos nivok
E,(X) 7nivéfeliiletei” a vizsgalt X értékre Osszeérjenek, ugyanis egy ilyen ponton dthaladva a paraméterekkel, nem
tudnank kikiiszobolni azt, hogy a rendszer allapota bizonyos valdsziniiséggel 4t ne csusszon egy masik energiaja
sajatallapotba. Ekkor a tovabbiakban méar a két sajatallapot szuperpondlt allapotaba kertilhetne, amit mar nem
tudnank a tovdbbiakhoz hasonlé egyszerii médon kezelni. A fentieken til még azt is megkoveteljiik, hogy azokra a
nivokra, amelyekre alkalmazni akarjuk a kozelitést, teljesiiljon a ”gap-feltétel”, vagyis a nivék a vizsgalt X értékre
elég tavol legyenek egymastél. Ez az elég tavol azt jelenti, hogy a valtozas energidja joval kisebb legyen a két nivé
kozotti gapnél:

(n, X(#)|0,H (X(t))|n + 1, X(t))
En(X(t)) = Ent1(X(t))

Tulajdonképpen e feltétel fejezi ki a kozelités adiabatikus voltat.

En(X(1)) = Eny1(X(t)) > h

()

C. Kovetkezmény Abeli esetben

Amennyiben a fenti feltételek teljesiilnek, és a rendszernek az a sajataltere, melybol az idéfejlédést inditjuk, nem
degenerélt, akkor a rendszer &llapota, mialatt (3) fejleszti az id6ben, megmarad a kiinduldsi egydimenzids altérben
a kvantum-adiabatikus tétel szerint. Ekkor az allapotvektor csak egy egységnyi abszolutértékii komplex faktorban
véaltozhat meg. A fazisfaktorral val6 szorzés felfoghaté egy U(1) mértéktranszforméciénak. Mivel U(1) csoport elemei
kommutalnak egymédssal, Abel-csoportot alkotnak, innen jon ennek az esetnek az elnevezése.

A fentiek fényében az allapotvektor barmely idopontban el6allithaté a kévetkezoképpen:

[0(t)) = a™ ()b ()[n, X (1)), (6)

ahol az el6bb emlitett fazisfaktort két részre bontottuk. Ezek is egységnyi abszolutértékiiek, vagyis fazisfaktorok. A
rendszert a

[4(0)) = |n, X(0)) (7)

kezdeti feltétel szerint az n-dik energiasajétallapotabdl inditottuk. a(™ (t) a szokésos dinamikai fazisfaktor:

o™ (1) = exp (_h’ /O t En(T)dT) , (8)

ennek levélasztdsira a tovabbi szdmitdsok alapjan lathaté praktikus indokunk van. (™ (t) kiszdmitdsdhoz irjuk be
(6)-ot az id6fejlédést leiré Schrodinger-egyenletbe: (a jobb olvashatésiag kedvéért egyszertisitjiik a jelolést: a(™ (t) = a,
b (t) = b, HX(t)) = H, E,(X(t)) = E,, |n,X(t)) = |n), tehat elhagyjuk az idéfiiggés jelolését is, de nem felejtjiik
el, hogy gyakorlatilag minden fiigg az id6t6l.)

' ihid;(ab|n)) = Habn), 9)
ih(@b|n) + ab|n) + abd,|n)) = abH|n), (10)
(= Enbln) + bln) + bde|n)) = bE,|n). (11)

h



Szorozzuk be (11)-et, a kiinduldsi dllapot konjugaltjdnak megfeled (n| bra-vektorral balrél! Ekkor:

(nldsfn) = 2

b= d;logb. (12)

Ez egy elsérendii differencidlegyenlet b(™ (¢)-re. Megoldasa:

b (1) = exp (— /0 t<n,X(T)jT|n,X(T)>dT> . (13)

Vegyiik szemiigyre az exponensben szerepl6 integrandust! Itt két észrevétel adodik. Mivel az energiasajatallapotok
normdltak: (n|n) = 1, ekkor di({n|n)) = (d¢(n])|n) + (n|d¢|n) = 0. Valamint (d¢(n|)|n) = (n|d¢|n) miatt (n|d:|n) =
—(n|d¢|n), tehdt (n|d;|n) exponens tisztdn képzetes mennyiség, igy b, (t) valéban fazisfaktor, ahogy vartuk. Mésrészt
az integrandusban |n) id6fiiggése csak impliciten, X (¢)-n keresztiil nyilvanul meg, vagyis

0 G

d

I, X (1) (14)
(A paramétertéren haszndljuk az Einstein-konvenciét.) Ennek segitségével az idintegralt atirhatjuk goérbementi
integralla.

A tovabbiakban legyen a valtozas ciklikus, vagyis adott ¢ = T id6pontra a paraméterek térjenek vissza kezdeti
allapotukba: X(T') = X(0), vagyis egy zart C' gorbén vissziik végig a rendszert M-ben. Ekkor az id6feljédés alatt a
vizsgalt sajataltér is visszatér eredeti helyére, (|n, X(T')) = |n, X(0))) és nekiink csak a fézisfaktorral kell foglalkoznunk.
Ekkor:

(n) _ _ 9
be' = exp( 7{C<H’X|GX“ |n,X>dX“) (15)

E fazisfaktor neve: Berry-féle fazis. Az exponensben szerepld integral nagysdga csupan C' gorbe alakjatol figg, a
valtozas sebességétol nem, tehat tisztdn geometriai jelentéssel bir.
Bevezethetjiik ekkor a

A (X) = i, X|9uln, X) (16)

M-en értelmezett dimM komponensii kovaridns vektormezét, melyet Berry-féle vektorpotencidlnak neveziink. Ennek
gérbementi integrélja megadja a keresett fazist.

Nem véletleniil hivjuk (16)-ot vektorpotencidlnak, ugyanis integrdlja mértékinvaridns. A sajatfiiggvények csak
fazisfaktor erejéig meghatdrozottak, ez alapjan a (16) csak egy skaldrfiiggvény gradiense erejéig lesz meghatérozott.
Valéban:

n.X)' = [n, X)e* ™), (17)
A:f") — jeie(X) (n, X|0,(|n, X>eia(X)) — A&n) — 0pa(X) (18)

ahol erésen kihasznaltuk a (17) U(1) mértéktranszformécié Abeli voltét, vagyis, hogy a fazisfaktorral vald szorzds a
vekrotpotencidllal felcserélheto.

A paramétertér dimenzidészama az adott probléma&tdl fliggéen tetszolegesen nagy lehet. A tovabbi szamitdsokhoz
ezért differencialformdkat fogunk hasznalni, melyekkel a vonal és feliileti integral altalanosithaté tetszoleges di-
menzidszamu terekre. (Lasd még [1]-ben, matematikai részletességli megalapozédséat pedig [3]-ban.)

Vezessiik be (16)-tal a

A = A (X)dX " (19)

Berry-féle egy-format! Ennek kiils6 derivdlasaval kaphatjuk a Berry-féle gorbiileti két-format:

14 1 ke v
FM = dA™ = 9,A[MdXY N dXH = 5(8HA,(,L) — 0, A(M)dX" N dX (20)
az antiszimmetrikus részt véve, hiszen dX* A dX" antiszimmetrikus. Ekkor

Fi =9,A0 —9,A (21)

a kétszer kovaridns gorbiileti tenzor. (Az X-helyfiiggést a konnyebb olvashatésag kedvéért nem jeloljiik.)



Ekkor a fazist, amelyet tetszéleges dimenzidszamu térben a Berry-féle egy-formanak egy C' gorbe mentén torténd
integralasaval kaptunk, kiszamithatjuk a Stokes-tétel differencialformédkkal valé altalanositdsa értelmében a gorbiileti
két-forma C' 4ltal hatarolt S feliileten torténd integralasaval:

b(c?) = exp (@]{ A(”)) = exp (z/ dA(")) = exp (l/ Fw)) (22)
aS=C s S

Természetesen az integral igy, formakkal szdmolva is mértékinvarians lesz, azonban formakkal szamolva latszik az is,
hogy ez éltaldnossdgban a (20) gorbiileti két-forma invariancidjabdl adédik:

A =AM _ da(X) (23)
F'™ = dA'™ = dA™ — dda(X) = F™

mivel a kétszeres kiilso derivélds nullat ad.

D. Kovetkezmény nem-Abeli esetben

Amennyiben az id6fejlédés alatt bejart X paraméterek esetén az energianivokra teljesiil a gap-feltétel, de a kiindulési
allapot energianivéja a bejart paraméterekre végig M-szeresen elfajult:

H(X(t))In, j, X(1)) = En(X(8))[n, 4, X(8)),  j=1,... M. (25)

Ekkor az n-dik nivéhoz tartozé sajataltér az idéfejlédés soran elfordul H-ban, de dimenzidszama végig M marad.

Tovabba alljon fenn a kvantum-adiabatikus tétel, vagyis ekkor is megmarad a rendszer allapota ezen a nivon, de az

ido6fejlodés soran az dllapotvektorunk elfordulhat e sajataltérben. Tehat helyzetiink nehezebb, mint Abeli esetben.

Ezt a hatdst egy M x M-es id6fiiggd unitér transzforméaciéval frhatjuk le. U(¢t) € SU(M). SU(M) nem Abelcsoport,

ha M > 1, ekkor elemei nem kommutalnak egyméssal. Ezért nevezziik ezt az elfajult-alteri id6fejlédést nem-Abelinek.
Induljunk ki az n-dik nivén 1évé j-dik sajatallapotbdl.

() = al™ (t)|n, 5, X () = al™ (£) S n, b, XU (2), (26)
k

ahol
[¥(0)) = |n, j, X(0)) (27)

Itt ismét egyszer(isiti a dolgunkat, hogy (26)-ban a szokdsos (8) dinamikai fézisfaktort levélasztjuk.

U(t) kiszdmitdsa az Abeli esethez hasonléan torténik, irjuk be (26)-ot a Schrédinger-egyenletbe: (A jobb
olvashatosag kedvéért ismét elhagyjuk az idéfliggés jelolését, valamint egy tagban 1év6 azonos indexekre jel6lés nélkiil
Gsszegziink.)

thdg(aln, k)Uy;) = Haln, k)Uy;, (28)
ih(aln, k)Uy; + adn, kYU + aln, k)ukj) = aH|n, k)Uy;, (29)
m(%’Enm, kU + |, kUi + deln, kYUis) = Bl &)U (30)

Szorozzuk be (30)-at, egy ugyanabban az altérben 16v6 tetsz6leges mésik (n,l # j| sajdtvektorral balrol!
U = idnld (31)
ahol
A —in, 1, X(t)\%m, ke, X(t)). (32)
Tehat

u™ (t) = iA(”)(t)L{(")(t), U™ 0)=1 (33)



operator-differenciglegyenletet kaptuk. Ennek megolddsa nem megy olyan simén, mint az Abeli esetben, mert A(™) (t)
operator altalaban nem kommutdl kiilénb6z6 idéargumentumra:

AT (1), A (12)] #£0, t1 # 1y (34)
Integraljuk (33)-t
t
UM () =T+ / AW U™ (t1)dt, (35)
0

Ekkor (35) jobb oldaldba 6nmagat szukszcessziven behelyettesitgethetjiik, igy csak A™-t6l fiiggd mennyiséget kapunk:
t t t1
U™ ) =1+ z/ dty A™ (1) + i / dty / dta A™ (1) A™ (ty) +
0 0 0

t t tp_1
i / it / dts ... / At AT (1) A™ (1) . AD () + ... (36)
0 0 0

Az integrandusokban az operatorok idéargumentuma ballrél jobbra csékken: ¢t > t; > to > -+ > ¢, > 0. AT
idérendez6 szorzés bevezetésével (36) rovidebb alakba {rhato:

p
U™ (t) f#’/ dty .. /dt TAM(ty)... A™(t, TZ#’( / dt, A tl) . (37)

(Az integrélasok sorrendje felcserélhetd, csak az A(”)(tp)—ké nem, és minden integralds ¢-ig megy, emiatt kaptuk az i
faktort.) Ez pedig épp az exponencidlis fliggvény hatvanysora, tehdt:

UMy =T <exp (z /O t A (T)dT)) (38)

métrix lesz (33) egyenlet dltaldnos megoldédsa. Ciklikus paramétervaltozast feltételezve, valamint (14) miatt ekkor

U (C)="p (exp< ]{ Al dX“))l., (39)

lesz a geometriai hatdst leir6 transzformacié ahol

alapjan bevezethetjiik az A,(Ln) vektorpotencidlt, amely egy U C Me-en értelmezett mdtriz értéki vektorpotencial
megfelelé komponense.
Definiéljuk ezzel a

A = A (X)d X" (41)

Wilczek-Zee-féle matrix-értékii egy-forméat! Milyen lesz ekkor annak a két-formanak az alakja, melynek feliileti in-
tegraljdra pontosan azt a métrixot kapjuk, amelyet (41)-nek a felillet koriili vonalintegréljaval? Megmutathatd,
hogy a (20) mdédjira definidlt két-forma ezt nem tudja teljesiteni. Az el6z8 esethez képest a nehézséget az okozza,

hogy altaldban [AY, AUY] # 0 ha p # v. Bizonyfthats, hogy a nem-Abeli esetben miikéds F(™ két-format a
kovetkezdképpen kaphatjuk:

F=dA—iANA=(0,A, —iAA )X NIXY = %(@L.A,, — 0, A, — i[A,, A dXH AN dXY (42)
az antiszimmetrikus részt véve, ahol
F = 0,40 — 9, A7) — il A, AT (43)

a kétszer kovaridns, méatrix érték{i gorbiileti tenzor. (A helyfliggést és a matrixindexeket a kénnyebb olvashatéség
kedvéért nem jeloljiik.) Lathatjuk, hogy Abeli esetben visszakapjuk (20) és (21) alakjat.



Ekkor a Stokes-tétel a (42)-ben 14thaté médon definidlt nem-Abeli egy- és két-formak vonal illetve feliileti integrélja
kozott teremt kapcsolatot:

UM (C) = Pexp <2 f A(")> = Pexp (z / dA™ — A A A<”>> = Pexp (z / ]—'(")> . (44)
0S=C S S

Nézziik még meg e nem-Abeli esetben a Berry-féle egy-forma (41) és két-forma (42) mértéktranszformdciéjst! Itt a
Hamiltoni sajatfiiggvényei az adott n-dik altérben csak egy M x M-es unitér forgatas erejéig meghatarozottak, ugyanis
a degeneralt nivon 1év6 sajatfiiggvények tetszdleges linearkombindcidja is ugyanahhoz a nivohoz tartozé sajatfiiggvényt
ad. A mértéktranszformacié ekkor

In, k, X (£)) = |n, i, X))V (1), (45)
ALY =V 0,6, X1, (In, 3. X)) = VATV + v T, v, (46)
_A;(n) — V(n)TALn)V(") + iV(")TGMV(") (47)

a nem-Abeli vektorpotencial méatrixaira. fgy kapjuk az (41) egy-forméra:
A — Pt gn)p(n) 4 5t gy (48)

Tehét egy ilyen egy-forma mértéktranszformécidja egészen szokatlan format 6lt. Viszont az integralok egyenl6ségének
megteremtése miatt (42) médjdra definidlt kétforma egyszertien kovaridnsan transzformalédik:

F) g ) A g — Lt (d A A A A(n)) Pm) — )t pn)yn) (49)

tehat az exponencialis fiiggvény hatvénysora, valamint V(™) unitér tulajdonsiga miatt:

U'™ =Pexp <z / f’<">) = Pexp (z / V(”)U-'(”)V(”)> = Pexp (VWT (z / ]-"(”)> v<”>> = YyMiymym - (50)
S S S

(Az integrandusban szereplé két-forma elforgatottjanak feliileti integralja nyilvan az eredeti integral elforgatottja.
Tartsuk szem el6tt, hogy a V(™ elforgatds H F, energidju alterében torténik, az integralds pedig egy M-ben 1évé
gorbe mentén!)

II. KVANTUMSZAMITAS ES GEOMETRIAI FAZISOK
A. Bevezetés

A kvantuminformaciéelmélet keretében az informacié fogalmanak egy merében 4j megkozelitésével talalkozhatunk.

A klasszikus informéciéelméletben az informéciét bindris értékek kodoljak. FErre utal a klasszikus informaécid
alapegységének, a bitnek neve is: az angol ”binary digit” kifejezés roviditése. Egy bit az az informaciémennyiség, ami-
hez akkor jutunk, ha megtudjuk, hogy két fiiggetlen, egymadst kizard, és azonos valdsziniiségii esemény koziil melyik
kovetkezett be.

A Kklasszikus informéciét klasszikus szamitégépek kezelik, eléttem is itt van egy, amin épp e dolgozatot irom.
A Kklasszikus szamitogép belsejében egy bitnyi informadciét tarolhat példaul egy vezeték, amin két jol elkiilonithetd
fesziiltségszint lehetséges, egy memoriacella félvezetokristalya, amelyben két jol elkiilonithet6 mennyiségben lehet-
nek elektronok, egy kis tertiilet egy ferromagneses korongon, amelynek méagnesezettsége szintén két jol elkiilonithetd
értéket vehet fel, és még sorolhatnam. Elsé korben felmeriilhet a kérdés: nem lehetne-e sokkal tobb informaciot
térolni a fenti médokndl? Vegyiik példdul a memoriacelldt: a mai technikai feltételek mellett a miniatiirizalas magas
fokot ért el, de még igy is sok-tizezer elektron van abban a celldban, amelyiken mi csak egy bitnyi — nagyon kevés
— informaciét akarunk raktarozni. Ez elég pazarlé megolddsnak tiinik, de legaldbb igy nagyon konnyen kezelhet6
az informaci6é. Viszont elvileg akar egyetlen elektron ottléte, vagy ott-nem-léte is megadnd nekiink az egy bit in-
formaciét. Csak egy baj van az iménti allitassal: ilyen kis mennyiségnél mér kézbeszélnak a kvantumjelenségek. Egy
elektron jelenléte egy helyen ugyanis a kvantummechanika torvényei szerint csak bizonyos valdszintiséggel adhaté meg.
Tehat ha eme egy elektront befogadni képes memdriacellankban bekapcsolunk egy potencidlt, amivel ”odacsalogatha-
tunk” egy elektront, akkor az elektron ottlétének valdszintliségét tigy kaphatjuk, hogy — az adott potencialt tartalazo
— Schrodinger-egyenlet megolddsaként kapott allapotfiiggvény abszolutérték-négyzetét kiintegraljuk a memdriacella



térfogatdra. Az allapotfiiggvény egy egészséges potencial esetén legaldbb exponencialisan tiinik el a végtelenben, de
ennél erGsebb levagas is lehetséges, viszont ekkor sem csokken egzaktul nullara, igy akarmilyen erés potencidlt kapcso-
lunk be, soha nem lesz az elektron megtalalasi valdsziniisége a cellaban 1. Tehat igy nem tudunk egy klasszikus bitet
térolni, csupan annak tortrészét, ami a klasszikus informaciéelmélettel nem kezelheté. Réadasul ha a rendszert leird
Hamiltoni diszkrét spektruma megengedi, akkor az elektron allapota az egyes energiadllapotok linearis kombinécidja
lesz, melyek nem kell, hogy egyformén legyenek lokalizaltak a cellara. Ekkor a kvantummechanika mérési axiémaja
szerint méréskor az dllapot az egyik komponensbe fog beugrani a megfeleld linedrkombindcios egyiitthaté négyzetének
valészintiségével. Igy még kevesebb koze lesz a tarolt informécionak a klasszikus egy-bithez. Ehhez jon még az a
probléma, hogy az informécié kinyerésére természetesen csak egy mérést végezhetiink, mivel ez beavatkozast jelent a
rendszerbe, és igy elveszik az allapot.

Miel6tt tovabbmennénk, kivankozik egy rovid kitérot tenniink: a fentiek fényében hogyan miikdodhet egyaltalan a
klasszikus szamitégép? Természetesen ez a rendszer is engedelmeskedik a kvantummechanikdnak. Van azonban egy
lényegi kiilonbség, nevezetesen, hogy sok elektront haszndl, és mégis csak az érdekli, hogy nagyon sok vagy nagyon
kevés elektron van-e a celldban. Emiatt nem lesz érzékeny arra, hogy egy-egy elektron csak bizonyos — bar elég nagy —
valoszintiséggel tartézkodik a celldban, mivel igen kicsi lehet a valdszintisége annak, hogy hosszabb ideig egyszerre olyan
kevés legyen az elektronok megtalalasi valészintisége, ami hibét okozna az informéciétarolasban. (Kvantummechanikai
szempontbdl tulajdonképpen ez torténik akkor, ha véletleniil meghibdsodik egy memériachip.)

Lattuk tehat, hogy kvantumrendszerek informaciétartalmanak kezeléséhez nem elegendé a klasszikus informacidel-
mélet. Ezért keriilt kidolgozédsra a kvantuminforméacidelmélet, mely mar alapjaiban illeszkedik a kvantumrendszerek
sajatsagos jelenségeihez.

A kvantuminformécié alapegysége a qubit. (Quantum bit.) Egy kvantumbitnyi informécié el6all két ortonormélt
kvantumallapot tetszoleges linedarkombinaciéjabol:

) =al0) +4[1), a,feC (51)

A ]0) és |1) allapotokat hivjuk informécids, vagy szdmitdsi bazisnak. Ezt sokféle fizikai rendszeren abrazolhatjuk,
legegyszeriibb példa egy feles spinti részecske, pl. elektron spinsajdtéllapotai. Egy ilyen (51) dllapot végtelen mennyisé-
gl informadciét tartalmaz, ugyanis a két linedrkombinacios egyiitthaté két komplex szam, vagyis négy valés paraméter,
és koztitk csak két megkotést tesziink: a qubitnek norméltnak kell lenni, illetve egy kozos fazisfaktor irrelevans az
informécidtarolas szempontjabdl.

Tehat azt gondolhatnank, hogy tobzédunk az informéciémennyiségben, és zavarhatna minket, hogy makroszképikus
esetben hové lesz ez a rengeteg informécid, ha nem tudnank, hogy mikor a kvantuminformaciét egy méréssel klasszikus
informdciéva transzformaljuk, akkor a rendszer beugrik |o|? valdszintiséggel |0), és [3|> = 1 — |a|? valdsziniiséggel
|1) éllapotba. Vagyis a kvantumrendszerben rejtéz6 informdciémennyiség végtelen, de kinyerni nem lehet ilyen
egyszeriien, ugyanis ismételten egy mérési lehetdségiink van csupan, és ebbdl nem tudunk valészinliséget megéllapitani.
Tehat noha az informdciétarolashoz elegendd egy elektron, de ahhoz, hogy kiolvassuk, nagyon sok azonos allapoti
elektronon kell mérést végezniink. Minél t6bbon, annal nagyobb pontossiggal ismerhetjiik meg az |a|? értékét.
(Lépten-nyomon belebotlunk a kvantummechanika valészin(iségi jellegébe. Az ilyenfajta informécidkezelés klasszikus
szemmel nézve mer6ben szokatlan. Viszont az ilyen valdsziniiségi mennyiségek hibdjat kézben lehet tartani.)

A qubiteket kezelé miiveleteket, a "kvantum logikai kapukat” a qubiteken haté unitér transzformécidk valdsitjak
meg. A kvantumszdmitégép ilyen miiveletek sorozatdnak fizikai realizdcidja. Ez informatikai kifejezéssel élve
”bedrétozott” rendszer, a kvantumalgoritmus maga a hardware.

Egy kvantuminforméciéelméleti tétel értelmében a qubit kvantumkapukkal nem maéasolhatd, ezért az egész kvan-
tumszamitési eljarast mar az elejétol sok elektronon kell parhuzamosan végezni, amiken végiil mérhetiink. Ezeknek
azonos kezdeti dllapotokban kell lenni, de ezt még a szadmitési folyamat el6tt bedllithatjuk. A kvantumalgoritmusok
feladata, hogy a szamitdsokat olyan formaban végezze el, hogy a kimeneten jél mérhet6 legyen a fontos informéaciéhoz
tartozé allapot, vagyis a megfelel§ valdszinliségi amplitidé elegendéen nagy legyen a tobbihez képest.

Egyelore azt latjuk, hogy mind a klasszikus, mind a kvantuminformacio kezeléséhez sok részecskére van sziikségiink.
Miben rejlik mégis a kvantumszamitas éridsi ereje? Egy klasszikusan megfoghatatlan kvantumjelenségben, az
osszefonddott allapotokban. Két allapotvektor, — esetiinkben két qubit, — 6sszefonddott allapotba hozhaté egyszeri
kvantumszamitdsi miiveletekkel. Az ilyen részecskék Osszefonddott allapotukat egymastodl eltavolitva is megorzik,
és ennek koszonhet6en példaul az egyik részecskének méréskor lezajléo "beugrasa’ egy édllapotba azonnal maga utan
vonja a masik részecske beugrédsét is. (EPR gondolatkisérlet.) Ez a fénysebességnél gyorsabb korreldciéterjedés, mely
klasszikusan elképzelhetetlen, a kvantumosan viselked6 részecskék azon sajatsaganak kovetkezménye, hogy allapotaik
végteleniil kiterjedtek a térben. Az Osszefonddottsdg jelensége lehetévé teszi példdaul a kvantumallapot teleportaldsat,
— a kauzalitds megsértése nélkiil, — illetve azt is, hogy egy tobbqubites szamitas sordan egy lépésben sok miivelet
valésuljon meg. Ez utébbi éllitas sulyat jol illusztralja az, amit példaként meg szoktak ilyenkor emliteni, hogy kvan-
tumszamitégéppel a primszamfaktorizacié polinomidében végezhetd.

A téma rendkiviil érdekes és szertedgazd, bévebben 14sd [4]-ben.



E betekintés utan idé hianyaban mér csupan a tovabbi feladat megértéséhez sziikséges minimalis anyagot targyaljuk.

B. Kvantum-logikai kapuk

A kvantumszdmitdsi algoritmusok épitékovei a kvantumkapuk, amiket a (51) qubiteken haté unitér operdtorokkal
irhatunk le. Lassunk két példat:
Hadamard-kapu: a Hadamard-transzformaciét megvaldsité kapu, mely egy tiszta dllapotot szuperponalt allapotba
visz:
1
2

1
1) — ﬁ(\()) - 1), (53)
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Fazistolo kapu: adott v-szogl fazistolast valdsit meg az egyik bézisdllapoton:

0) = —= (10) + 1)), (52)

S5

10) — [0), (55)
1) — e"]1), (56)

Egy kvantuminformécidelméleti tétel szerint a fenti két kapuval minden egyqubites kvantumlogikai miivelet
eléallithato.

N-qubitre alkalmazva kiilon-kiilon az egyqubites miiveleteket a kiindulési [00...0) = |0) ® |0) ® - -- ® |0) allapotot
tetszéleges |12 ... YN) = [11) ®|1h2) ®- - - @1 n) dllapotba vihetjiik, ahol az egyes |1);) dllapotok |0) és |1) tetszéleges
linedrkombinécidjat jelentik. Egyqubites kapukkal igy csak szepardlhato allapotokba vihetjiik a qubitjeinket, ami csak
egy korlatozott halmaza az N-qubit dllapotoknak. Vagyis ekkor csak egymastol fiiggetleniil kezeljiik a qubiteket, nem
nyilik lehetéséglink a kvantum-6sszefonddas nytjtotta elényokre.

Teh&t kell egy transzformécid, amely kevert dllapotba visz két qubitet. (Ezeket az dllapotokat nem lehet egyqubit-
allapotok tenzotszorzataként tekinteni.) Az ezt megvaldsité egyik kapu példaul a kontrolldlt fazistoldkapu: Az elsd
qubit fiiggvényében végez el egy egyqubites fazistolast a mésodik qubiten.

|00) — |00), (58)
|01) — |01), (59)
110) — [10), (60)
|11) — e™|11), (61)
1 -
Bo)= |y (62)

Egy masik kvantuminformécidelméleti tétel szerint az egyqubites Hadamard kapu, és kontrollalt fazistolé kapu
felhasznalasaval barmely kvantumlogikai algoritmus felépithetd.

C. Holonomikus kvantumszamitas

A kvantumszamitogép jol kidolgozott elméleti konstrukcid, a gyakorlati megvaldsitas elotti legfébb akadaly, hogy
a miveletek szdmanak novelésével a rendszer koherencidjanak fenntartdsa a kornyezet hatasaival szemben egyre ne-
hezebb. Vagyis a miiveletek szaméval a szamitds hibaja megn6. Ennek kikiiszobolésére sokféle modszer sziiletett,
legkézenfekvObb volt a redundéns informécidtarolason alapuld klasszikus hibakorrekciés médszerek atiiltetése a kvan-
tumszamitogépre. A geometriai hatdsokon alapuld kvantumszamitas nagy elénye, hogy magdbdl a konstrukciobdl
addéddan rendkiviil hibatiiro.

Ahhoz, hogy egy N-qubites kvantumszamitdst nem-Abeli holonémidval megvalésitsunk, sziikségiink van egy 2%V-
szeresen elfajult sajataltérrel rendelkezé fizikai rendszerre, amiben elhelyezkednek a qubitek. Mi a tovdbbiakban



csupdn egyetlenqubites miiveletet szeretnénk megvaldsitani. Az erre kindlkozo6 valds fizikai rendszert fogjuk a kovetkezd
fejezetben vizsgalni.
Részletesen 1asd a téméval foglalkozé [5], [6] munkdkban.

III. GEOMETRIAI HATASON ALAPULO EGY-QUBITES KVANTUMKAPUT MEGVALOSITO
RENDSZER

Az e fejezetben targyalt rendszer szépsége abban rejlik, hogy formara egyszerii, nem csak matematikai mi-modell,
hanem a természetben megvalésuld jelenség, és raadasul egzaktul kiszamolhatd. Valdsagos ajandék a természettol.
A szitudcié: %—spim’i részecske adiabatikusan valtozé kvadrupdl elektromos térben. Az ilyen rendszerek nivéin
tgynevezett Kramers-degeneranciak 1épnek fel: a nivék kétszeresen elfajultak lesznek, ilyen altér pont alkalmas lesz
egy qubit befogaddsara, vagyis a rendszer allapota egy ilyen nivén egy qubitet reprezental.

Izelitd az ilyen jelenséget vizsgdlo kisérleti cikkekbél: [11], [12], [13]. A szdmitdsoknal hasznalt matematikai

mddszerekhez irodalom [7], [8], [9] és [10].

A. A Hamiltoni el6készitése

Az el6z6 fejezet végén taldlhaté programot megvaldsaitando, tekintsiik a kovetkezé Hamiltonit:

3
H=8QS =) Qi;SS, (63)
i,j=1
ahol S a jél ismert spin-operator, @) pedig a kvadratikus potencidlt leir6 3 x 3-as valds elemli métrix. @ := Q(¢),

vagyis a kvadrupol-tenzor elemei lesznek a Hamiltoni idofiiggé paraméterei, és megkoveteljiik, hogy véltozasa mellett
a kvantum-adiabatikus tétel feltételei teljesiiljenek! A kolesénhatds tobbi tagjat idében konstansnak tekintjiik, melyek
azonosan toljdk el a rendszer nivéit. @ szimmetrikus, nulla-nyomi, valamint kiréhaté a kvadrupéltér erdsségére a
(Q,Q) = [|Q[|* = 1 normélasi feltétel, ahol (4, B) = 3Tr(ATB). (A 2 konstansnak csupén a tovdbbiakban léthaté
kényelmi oka van.) A kilencelemii ) tenzornak igy 4 fliggetlen komponense lesz. Ezek allithaték kiviilrél egy megfeleld
kisérleti elrendezéssel.

Tovabbiakban legyen a spin nagysaga % Ekkor a rendszer allapotait tartalmazé Hilbert tér: H = C*. Hasznaljunk
matrix reprezentaciot, a spin z-komponensének sajatalapotainak bazisaban, ekkor H 4 x 4-es komplex elem hermitikus
és nullanyomu matrix. (A nullanyomusag késébbiekben konnyen lathaté lesz, a hermiticitds S hermiticitdsabdl eleve
adott.) Fejtsiik ki a Hamiltonit @ szimmetrigjanak és nyom-nélkiiliségének figyelembevételével:

3
H= Z QijSiS; = Q1S + Q2255 — (Q11 + Q22)S3 + Q12{S1, S2} + Q13{S1, S3} + Q23{ 52, S3}- (64)

i,j=1

A métrix felirdsdhoz (h = 1 egységrendszerben) a

[S3, 5% =0, (65)

[Sj, Sk] = i€jrS, (66)

S%|s,n) = s(s 4+ 1)|s,n), (67)

S3ls,n) = nls,n), (68)

Sy =Sy +iSs, (69)

Si|s,n) = /s(s +1) —n(n+1)|s,n) (70)

kifejezések segitségével elédllithatjuk a spinoperdtorok métrixait, (ldsd az Appendixben,) melyekkel a Hamiltoni
matrixa:

—§(Q11 + Qa2) fQ13 — Q23 5(Q11 — Qa22) — iQ12 0
H=3 Q13 +1Q23 Y2(Qu1 + Q22) 0 $(Q11 — Q22) — iQ2 . 71
3(Q11 — Q22) +iQ12 0 ?(Qn + Q22) —Q13 + Q23 (7D

0 3(Q11 — Qa2) +iQ12 —Q13 — Q23 —é(Qu + Q22)
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Eddig a @;; id6fliggd paraméterekre vonatkozé megszoritasokbdl a normafeltételt nem hasznéltuk ki, igy a Hamil-
tonink 6t fliggetlen paraméterrel keverheté ki. (71) alakjéra rénézve kivankozik a kovetkezd el6allités:

4

HQ) =HX)=Y_ X"T, (72)

pn=0

ami egy (64)-nél el6nydsebb felirds. Az X#-k a Q € R paraméterek valds linearkombinaciéibdl all, T}, pedig a megfeleld
matrix:

1
X=P@u-qw. = stosh= |, 0= (7)) (73
1
1
X' VEQ, T :=%{Sl,ss}= e :(71 —m)’ (73b)
T
=i
) 1 i .. oy -
X? = V3Qas, Ty = %{52753}: C < 02)7 (73c)
I
1 .
X3 .= —g(Qn-i-Qm), T3 := %(53?_%52): 7.1 _.1 = (0.3 _;73>7 (73d)
1
R
XA Te= sy =[] =<z~'f ‘,“), (730)

-1

T, € SU(4) és énadjungdlt nullanyomui métrixok. A konstans faktorok megfeleld megvélasztdsa — tovabbi kényelmi
szempontokon tul — arra nézve tortént, hogy a Q-ra vonatkozd normaélasi feltétel a X* egytitthatékbdl képzett vektor
normalasi feltételébe menjen at. Valoban:

X = 3(@% + Qs+ Qs + @ + Q%+ QuQi) = S0 = (Q.Q) = 1 (74)

ahol kihasznaltuk ) szimmetridjat.

Tehat a (72) formdji Hamiltoni paramétere egy X = X(¢) 6tkdmponensti, id6fiiggd, normélt vektor. Az ilyenek
S%-en helyezkednek el, mely az 6tdimenziéba bedgyazhaté négydimenzids ” egységgombfeliilet”. Tehit M = S*.

A T, métrixok tehat 2 x 2-es blokkokbdl éllnak, konnyen felfedezhetéek bennitk a jél ismert o, (1 = 1..3)
Pauli-méatrixok. Ez magdban rejt egy lehet6séget: ugyanis a kvaternidkat (¢ € H, ¢ = 1¢° + i¢' + jg* + kq?)

reprezentalhatjuk 2 x 2-es komplexelemii matrixokkal példaul oly médon, hogy 1 =1, i= —ioy, j= —ioy, k=
—iog lesznek a kvaternionikus egységek reprezentansai. (i,j, k a kvaternionikus képzetes egységek, i? = j? = k? = —1,
valamint fennéllnak: ij = k, ji = —k 0Osszefliggések, ijk ciklikus permutaciéira. A kvaternidkkal valé miiveletek

definiciéit, valamint egyszertibb Gsszefiiggéseket ldsd az appendixben.) Amennyiben 7, métrixokat megfelel6 alakra
hozzuk egy bézistranszformdaciéval, akkor M(4,C) (négyszer négyes komplex-elemii matrixok) helyett M (2, H)
maétrixokat hasznalhatunk. Az ezzel a 1épéssel jaré faradtsdg a kés6bbiekben jécskdan megtériil, ugyanis a tovabbi
szamoldsokat a kvaternionikus reprezentacié jéval konnyebbé és elegansabbd teszi. Tehat kovetkez6 1épésként transz-
forméljuk egy U unitér transzformdciéval az egyszerii spinsajatallapot-bdzisunkat egy alkalmasabba, melyben a T},
matrixok alakja 2 x 2-es blokkokbdl all:

) I il _
T, =U'T,U, U:(u I), Ut=u-! (75)

Ekkor a béaziselemek a kovetkezé mdodon transzformaldédnak:

|6:) = UT|és) (76)
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Ekkor a Tﬂ matrixok a kovetkezdék lesznek:

Y IR N rea (i
=1\ .. —(_wl ) F1—<i, , (77b)

A T e - oy s
L= _; . .|= <—i02 ) > , = (j o) (77¢)
Y IR A - os (- -k
T = - - - = (—iog . ) » s = (k . (77d)

7, - 1_1 (") =t ). (77e)

Az unitér transzformécié ismert tulajdonsigai miatt Tu—k is megdrzik T),-k jellegzetességeit: a nyomot, determindnst,
6nadjungaltsagot, és még az unitaritast is. Az attérés a I', matrixokra mar kissé bonyolitja a helyzetet. Ezek
', € Sp(2), kvaternié-6nadjungalt nullanyomi és —I1-determindnsi métrixok. A tovébbiakban a I', métrixokat
hasznéljuk. (Megjegyezziik, hogy el6jeltdl eltekintve I'), p = 1. .. 4 a relativisztikus kventumelektrodinamikébdl ismert
Dirac-féle matrixok, valamint eldjeliik a korabbi definicikbdl kovetkezett, és mas vélasztassal akar elgjelhelyesen is
megkaphattuk volna Oket. A tovabbi szamitdsok lényegi kiilonbség nélkiil végigvihetdek lennének az elGjelhelyes
Dirac-métrixokkal is, a mi el6jelvélasztasunknak csupan konvenciondlis okai vannak.)

A oy, ;o = 0..3 Pauli matrixok (ahol oy = I) kozismerten teljesitik a Clifford-algebrdra jellemz6 antikommutacios
relacidkat:

(00,00} = 26,01 (78)

Ennek segitségével konnyen megmutathaté, hogy 7), matrixok is tudjék a Clifford-algebra tulajdonsagot, és az unitér
transzformacié konnyen lathatéan ezt is megérzi:

T.. T,y =UvtT,vviT, U+ UtT,UUT,U = U {T,, T, U = 25,1, 79
I I " I w
igy Tu és I',, matrixokra is teljesiil:
(T, T} = 26,,1 (80)
(Amennyiben a felirt egyenletbél egyértelmiien kideriil, nem jel6ljiik kiilon, hogy I € M(2,C), I € M(4,C), vagy
I € M(2,H) egységmatrix.)

A teljesség kedvéért még lassuk a bazist, amelyben I', métrixokat felirtuk: A T}, blokkalakjat a spin z-komponensek
sajatallapotaibdl képzett blokkbézissal irhatjuk:

o= (5) 1w =(7) (s1)

Mivel az ezt Tﬂ—be transzformélé U métrix is blokkalakd, igy T . bazisa is ilyen szép alakba keriil: (az eredeti spin

z-bézisban felirva)
a-(1) - (7) (52)
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Ekkor a I', matrixok bazisa a kovetkezd két kvaternidelemii vektor lesz:

o =(%). e-(7) (53)

Ekkor Hamiltonink alakja a kévetkezd lesz: (mostantdl alkalmazzuk az Einstein-konvenciét M paramétertér vek-
toraindl, az indexek 0-t6l 4-ig futnak.)

H(X) = X"T, (84)

(Az X" paraméterek, melyek a I';, matrixokat linedrkombinaljék, természetesen nem véltoznak; a bazistranszformécié
H-ban tortént, nem a paraméterek M terén!)
Hamiltonink kiirva a kévetkez6 kivanatos format olti:

x4 X0 X! X2 kX _ (X' g
HX) = <XO X1+ )X2 kX X ) ( ¢ —X*): (85)

ahol ¢ € H, és X*X,, = 1 miatt

g =1 — (X"~ (86)

B. A Hamiltoni vizsgalata

A rendszer allapotait tartalmazé Hilbert tér ekkor H = H2. A paraméterek tere M = S% A Hamiltoni
sajatértékproblémajat megoldhatnank hagyomanyos moddon, de itt egy joval tanulsdgosabb és elegansabb megoldas
kinalkozik, a sajatértékek ugyanis rogton meghatarozhatéak. Mivel:

1
H(X)? = X"T,X'T, = 5{FM,FV}X#X" =1 (87)

(Ez a Hamiltoninak nyilvdn altaldnos tulajdonsdga, fiiggetlen a korédbbiakban végzett transzformécidktdl.) Ekkor
az energiasajatértékek: E, = 1, E_ = —1 lesznek. Fontos ldtnunk, hogy két kvaternionikus dimenzié megfelel
négy komplexnek. Itt a két kvaternionikus sajataltér nemdegeneralt. De visszatérve a komplex reprezentacioba,
egy egydimenziés kvaternionikus altér kétdimenzids komplex altérnek felel meg, és ezekhez ugyanaz a sajatérték
tartozik. Tehdt komplex esetben két kétszeresen degenerélt alteriink lesz, (Kramers-degenerancia) ami az egy-qubites
kvantumszamitdsi miveletekhez sziikséges.

Tovabbi megjegyzésre ad okot, hogy F1 csak X nagysagatdl fiigg, ami esetiinkben egységnyi. Tulajdonképpen a Q-
ra és ezaltal X-re adott normafeltétel egységnyivé teszi a kilesonhatds energidjat. Igy latszik, hogy a [|Q||? eléallitésara
adott definicié j6l hasznalhaté. (Tanulsdgos ugyanis a mi probléménk megolddsdhoz hasonlé médon végigszamolni a
paralell problémat, a ”spin mdgneses térben” esetét, ahol a (Q, Q) = ||Q||* = 1 a (B, B) = ||B||? = 1 feltételbe megy &t,
ami csak azt mondja, hogy legyen a magneses tér egységnyi.) Ennek tanulsdga, hogy az E, és E_ energianivéfeliiletek
tavolsaga barmely X € M paraméterértékre azonos lesz, és a kvadrupdltér novelésével né. Tehét elvileg akarmilyen
gyorsan valtozé paraméterek esetén, a kvadrupdltér megfeleld mértékii novelésével teljesitheté az (5) feltétel, igy
az id6fejlédés adiabatikusnak tekinthets. (A gyakorlati szempontoknal kozbeszdl a laboratériumban maximadlisan
eléallithatd kvadrupdltér nagysdga. Ilyenkor konkrét szamolasokkal kell ellendrizni a tétel alkalmazhatdsagéat az adott
id6fejlédésre, illetSleg a lehetéségekhez mérten megvdalasztani az id6fejlédés sebességének felsd korldtjat.)

A sajatvektorokat konnyen meghatdrozhatjuk, ha egy tetszOleges vektort levetitiink a sajatalterekbe, majd
lenormaljuk. Célunk, hogy a projekcidkat H-felhasznalasaval keverjik ki. Ezt konnyen megtehetjiik, hiszen csak
két altertink van, és erre adddik két egyenlet: (spektrélfelbontds és teljesség)

> E.P™ =H, (88)
> Pt =1 (89)
Tehat:

PEI(X) = (1 4 H(X)) (90)
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(A P™) projekcidk tulajdonsigai: P(H) P = p&) p(H)p(=) =0 és HPH) = £PH))
Az eredeti, ', métrixok (73)-ban felirt alakjdhoz kapott |¢7), |¢3) bézisunkban ekkor Py alakja:

1 /1+£X* +q
(£) _ = q
P —2< g 1¢X4>~ (1)

A sajdtvektorok képzéséhez vetitsiink egy tetszbleges vektort Py-projektorokkal a két sajataltérbe. Hasznéljuk erre
a célra a mindkét baziselemiinket!

(X)), ) == N pE)(x) (é) _ 2(11)(4) <1 15(4) , (92a)
o), 2) = M PO (1) - S (1 5%). (92b)

ahol a normélési tényez6k a (86) felhasznéldsdval egyszeriien szamolhatdk. (A fenti jelolésben |u(X),+) és |v(X), +)
az E., |u(X), =) és |v(X), —) pedig az E_ sajatértékhez tartozé sajatvektor kétféle eldéllitdsa.)

Itt latszik, hogy a Hamiltoni sajdtalterei H-ban elfordulnak az X(t) paraméterek valtozasinak megfeleléen, ahogy
azt vartuk. Mdsrészt azt is latjuk, hogy a sajatvektorok (92) elallitdsa nem reguldris minden X € M = S* esetén.
Valéban, |u(X), =) és [v(X), +) nem értelmezhets az Xy = (0,0,0,0,1) pontban, ami S* négydimenziés gémbfeliilet
"északi sarkpontja”, ugyanigy |u(X),—) és [v(X),+) az Xg = (0,0,0,0,—1) pontban, ami pedig a ”déli sark”. Ez
varhaté is volt annak tudatdban, hogy amikor a sajitvektorokat elSallitottuk, akkor S* sarkpontjain H(X) épp
diagondlis, igy sajdtvektorai pont a bézisvektorok irdnydba esnek, ezért Py(X) az egyik béazisvektort pont egy réd
merdleges altérbe akarta vetiteni, ami természetesen nullvektort ad. (Ez a kétféle eldéllitds akkor is adédik, ha
a szokdsos matrix sajatérték/sajatvektormeghatarozasi médszert hasznaljuk, ott is szétvalnak az esetek egy X*-re
vonatkozé feltétel szerint, csak abban az esetben ennek oka nem lathaté ilyen szépen.)

Tehat kétféle X-t6l fiiggd H-sajatérték-bazis adhaté meg H-ban, vagyis a A(X) maétrixokat kétféle mértékben
irhatjuk fel. Megmutatjuk, hogy a

[0(X), £) = [u(X), ) (£V (X)) (93)
mértéktranszforméciot az alabbi V(X) € H, |V]| =1 valdsitja meg:
V(X) = ﬁ (94)
q

(Kvaterni6 mértéktranszformaci6, mellyel a kvaterniéértékii vektorpotencidlt transzformdlhatjuk. Az egységnyi
normdjui kvaternik csoportja izomorf SU(2)-vel, melynek elemei 2 x 2-es mértéktranszformdacié matrixok, melyekkel
a 2 X 2-es matrix-érékii vektorpotencialt mértéktranszforméalhatnank. A probléma ugyanaz, mint amit beldttunk
(48)-ban.) Tehat:

_ — 1+X4
]_ (:l:l:)(‘l)H ]_ :l:q 1— X4 2 ]_ j:_
u(X), £ V(X)) = ——— Jlal ) = — (XY :( 1 ):vX,:i:.
[u(X). £)(£V (X)) 2(1iX4)< ") " | s (17 1) =100
1+ X4

(95)
Megjegyezziik, hogy (94) mértéktranszformdcié csak ott van értelmezve, ahol a egyik mértékben felirt sajatvektor sem
szingularis. Vagyis mindenhol, kivéve az északi és déli pélust.

C. A kvaternié-egy-forma kiszamitasa

Immaron semmi sem akaddlyozhat meg minket abban, hogy kiszamitsuk a A kvaterniéértékii (nem-Abeli)
helyfiiggd egy-formakat! Elészor nézzik u-mértékben:

1
u(X), 4| = ————— (1+ X* £q), 96
(uX) £ = e ( 7 (96)
d 1 1+ X4 L1 AV £ XdX*
d‘u(x)vi>:qu 1 + dX" = +dq + d 1 gx4 =
2(1 :l: X ) q \/i 1+ x4 qu4 /lﬂ:X4
4
— 1 ( td Q\i/ffXAL . )_ 1 ( :td)Q(‘;X4 > (97)
- 1 +dX -
2 \Vizer Ty 21+ X%) \+dq — 5ixm
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ahol dg = dX° 4+ idX! + jdX? + kdX3-t jelenti. Ekkor

o pdxt qq  dX*\ _
(u(X), #d}u(X), £) = 555 (i““ T ) S
B 1 _ 4734

T 2(1+ X9 (adg + X*ax7) o

Ehelyiitt kihasznaljuk, hogy X#X,, = 1 miatt d(X*X,) = X%dX %+ .-+ X*dX* = 0, és, hogy gdg = R(qdq)+S(qdq),
és R(gdq) = X%dX° +--- + X3dX3. Ekkor:

/=
) _ . S(gdg) 99
és hasonl6 médon kaphaté a v-s mértékben:
~f 7=
() —;_SMad) 100
AP = i (100)

(A fenti jeldlés kissé pongyola, mivel ¢ a komplex képzetes egység, ami itt kvaterniékat szoroz. A fenti két egyenldség
tulajdonképpen akkor 4ll fenn, ha a benne szerepld kvaterniéknak az el8z6 alfejezetben bevezetett U(2)-es dbrézoldsét

tekintjiik!) E kvaterniéértékii vektorpotencialok koziil S*-en a déli pélust kivéve j6 lesz az AP ¢ .A,(f), az északi

pélust kivéve pedig az A 6s ASP). Ekkor a bazisvektorok kézotti (93) kvaternié-mértéktranszforméaciéval a kvaterni6
egy-forma mértéktranszformacidjara a

AF) = VADYV L ivav (101)

Osszefiiggés lesz érvényben. (48)

D. A Berry-féle kvaternié kiszamitasa
A U™ Berry-kvaternié kiszamitésahoz a
£, X(0)) U (C) = |+, X(0))P exp (z f A<i>> (102)
c

formula helyett egy konnyebben kezelhetét fogunk késziteni. Osszuk fel a 0...7T intervallumot N darab ¢ = %
hossziisdgi részre! Legyen ekkor |X,) = |£,X(ag)). Ciklikus paramétervéltozds esetén nyilvan |Xy) = [Xo).
Ekkor ¢ — 0 hatéresetben |X,4+1) = (1 + d)|X,), valamint az ”id6ében szomszédos” sajatvektorok skaldrszorzata:
(Xo11|Xs) = 1 +iA = eAXa) gzintén hatdrdtmenetben. A megfelelé sajétvektorra vetité projekciét ekkor a
kévetkez8képpen jeloljik: P(X,) = |X,)(Xq

Ekkor a keresett (102) kifejezéssel ekvivalens a kovetkezé:

N
lim P[] P(Xa)[Xo) = Jim P(Xx)P(Xy-1)... P(Xo)Xo) =

N—o0
a=0

N
A}iinoo |XN>P,£[O eAXa) — |X)Pexp ( lim ZZA ) = |Xo)P exp <zfg¢4> . (103)

Ez tulajdonképpen azt jelenti, hogy az id6fejlédés sordan létrejové valtozast az idében valtozé sajataltérre torténd
folyamatos vetitgetések egymasutani hatdsaként interpretaljuk. Tehat eredménytinket Gsszefoglalva:

N
£ X(0)uUH(C) = lim P[] P (Xa)[Xo). (104)
> a=0

E fenti formula alkalmazasahoz ismerniink kell a P(*)(t) = P()(X(t)) projektorok id6fejlédését. (90) miatt ez meg
fog egyezni a teljes rendszer idéfejlesztésével:

P (1) =%(IiH(t)) =5 UOUT ) £UHHOUT?)) = UHPH(©0)UT(1). (105)

[N
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A Hamiltonit diagonalizaljdk a normélt sajdtvektoraibdél (92a), (92b) képzett U € Sp(2) (kvaternidelemi
kétdimenziés UT = U~! és itt detU = 1) transzforméaciés métrixok:

Un(X) = [ugfv-] = 2(11+X4) (1 +qX4 1 +(§(4> ; (106a)
Us(X) = [vgfu_] = M <1 _q’X4 ! __5(4> ; (106b)

ahol Uy (X) szinguldris a déli sarkon, Us(X) pedig az északin. Kozottiik (93) alapjin a kévetkezd mértéktranszfor-
macié teremt kapcsolatot:

ox ) (V) = vsx) (107)

Amiatt, hogy a Hamiltoni pont az északi sarkon diagonalis, fenndll az az érdekes eset, hogy a fenti transzformécidk a
megfelel6 X helyargumentumi Hamiltonit tulajdonképpen az X északi sarkra transzforméljak:

UNX)H(X)U(X) = H(Xy). (108)
Ekkor UT(X) pont ennek ellenkez&jét teszi:
H(X) = UX)H (XU (X), (109)

vagyis az északi sarkon 1évé Hamiltonit az adott X helyre transzformélja. Ez a hatds jellemezheté az S*-en haté
R € SO(5) forgatdssal, amely:

R: Xy—X (110)

az északi sarkra mutaté vektort még a paramétertérben elforgatja. Bizonyithaté ekkor, hogy az elébb kapott U
diagonalizdlé métrix SO(5)-nek egy Sp(2) dbrézoldsa. Ekkor a megfeleld matrixot mér az altala megvaldsitott R
forgatassal jellemezziik:

H(RXy) = URH(Xx)U(R), (111)

erre hatva tetszéleges unitér forgatassal, elmondhatjuk altaldnossdgban is, hogy a Hamiltoninak van SO(5) szim-
metridja:

H(RX) =U(R)H(X)U'(R), (112)

ahol UT(R) az R reprezentéciGja a Hilbert-térben.

Azt 1atjuk tehat, hogy az U(X(t)) diagonalizdlé transzformacié altal reprezentdlt R=1(¢) : X(t) — Xy az id6fejlédés
soran az S* gombot mindig tigy forgatja, hogy a bejart X(¢) gorbe aktudlis pontja keriiljon északra, vagyis minden
id6ben:

H(t)=U®#)H©O)U (1), (113)

lesz az id6fejlesztés, amennyiben a gorbét az északi sarkrdl inditjuk.

Az iméntiek tanulsiga, hogy ha az id6fejlédés sordan S%-ben befutott palyat SO(5)-szimmetrikusnak vélasztjuk,
akkor konnyti dolgunk van, mert egy ilyen gorbét lefrhatunk egy megfelel6 SO(5)-csoportbeli forgatdssal, és a Hamil-
toni SO(5)-szimmetridja miatt ez dtviheté a diagonalizdls és ezdltal az id6fejleszté operdtorra. Arra kell csak fi-
gyelniink, hogy a gorbe az északi sarkrdl induljon. A tovabbiakban azért emlékezziink ra, hogy ezzel elég véltozatos,
de mégis csak nagyon specidlis gorbéket tekintettiink, valgjaban a lehetséges idéfejlédések tarhdza elképzelhetetleniil
hatalmasabb, gondoljuk csak el, hdnyféle titvonalon jarhatnank be akédr a Fold felszinét, és az még csak S2.

Kovetkezé 1épéstink tehdt SO(5) olyan egyparaméteres alcsoportjainak keresése, amelyre:

H(t) = UR()H(0)U(R(t)), H(T)=H(0), (114)
ahol H(0) diagondlis. Beldthatd, hogy egy altaldnos R € SO(5) forgatds Sp(2)-reprezentécidja el6all:
U = e ‘@nSuw, (115)
1
S = g[FM,FV] (116)

aeMB,R), op=—ay, (117)
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alakban, mivel a fenti S, € Sp(2) métrixok a (77)-beli I-métrixok tulajdonsidgai miatt kielégitik az 6tdimenzids
forgédscsoport Lie-algebrdjanak kommutéacios reldcioit,

1
[Suw S } = Z((supsw + 51/05#/) - 6MUSVP - 51/95#0)’ (118)

ezaltal tényleg 6k a Lie-csoport e reprezentacidjanak generdtorai. (A S,, a megfelel6 (uv)-sikban valé forgatast
generalja.)
A pélyat nekiink egy egyparaméteres (idével torténd) forgatds fogja kirajzolni: « := «(t) és

1
oy (t) == wt§ - const (119)
Wl =27 (120)

valasztassal tessziik szemléletessé. Ekkor irjuk U-t a kovetkezd alakba:

. wt t t
U(t) = e~ i O — 52 — cog (2) I +sin (u;) Z, (121)

ahol az utols6, roppant hasznos egyenloség fennéllasdahoz az kell, hogy a forgatasbol kapott matrixra az altalanosan
nem teljestilé Z 2 = T reldci6 alljon fenn, ekkor az exponencidlis fiiggvény hatvanysordnak szétirdsanal Z kiemelhetd.
Igy jol latszik, hogy U(0 (0) = I, valamint, U(T) = —1I, és az ilyen id6fejlédésre a Hamiltoni is ciklikus lesz: H(T) =
U(T)H(0)U T( ) = H(0), ahogy azt szeretnénk. Tehéut a megfelel§ id6fejlédésnek elégséges feltétele a 22 = —1. A
tovabbi szamitdsok soran méar csak ilyen eseteket néziink. Ezzel a 1épéssel tehat tovabb specializaltuk az id6fejlédés
palyajat. (A megoldds altaldnositdsara, illetve annak belatdsara, hogy Z2? = —I egyben sziikséges feltétel-é, tovabbi
megfontolasok targyat képezné, melyekre sajnos e dolgozatban nem jutott id8.) A késébbiekhez még az is kell, hogy
Z kvaternio-unitér legyen. Ezek &ltal pedig Z anti-Hermitikus lesz.

Most, hogy az (121) idéfejlesztést a Z2 = —I esetre &ltaldnosan tudjuk, szamoljuk ki (104)-alapjén a geomet-
riai hatédst leiré kvaterniét! Kedvez6 helyzetben vagyunk, mivel a végtelen szummat zdrt alakban kapjuk meg az
idé6fejlesztés formdjanak koszonhetden: (A levezetés mindkét altérben miikédik, igy nem jeldljiik kiilén a projekcidkndl,
P®)(t) = P(t), valamint jelolje: P(0) = P. )

lim P 1 P(X,) = lim P(T)P (N_lT)P(N_QT> ...P(1T> P(0) =

N—oo N—oo
a=0

N N
. @ _w T w . _w T w _w
lim e27Z (Pe 2NZP) =e277 lim (e 2NPZPP) =31 Ze~3TPZPp (122)
N—o00

az exponencialis fiiggvény hatvanysora, valamint a projekcidk ismert tulajdonsagai miatt. w71 = 27 miatt ekkor
Osszefoglalvas:

[+ X0)uH(C) = lim P H PO (t,)|£,X(0)) = ™2 PP ©ZPE0) p() )|+, X (0)). (123)
a=0
Ekkor egyrészt €™ = —1I, mésrészt a masodik exponens kiszdmitdsdhoz pedig felhasznaljuk a kovetkezd Osszefiiggést:

(PZP)? = —(PZP)!(PZP)P = —|PZP|?>P, ha Z anti-Hermitikus, és P kvateni6-Hermitikus 1-rangt projekcié. [10]
(| - | a kvaternionikus operdtornorma, A € M(n,H) : |A| = \/(A|A) = \/Tr(ATA).) Ekkor:

2 3 7.[.4 7.‘.5 7T6

e TPZPp — p_ —PZP + i(PZP) 3 —(PZP)? + Z(PZP)4 —~ a(PZP)5 - G—(PZP)G — =

3
2 6 T m
( + 5 (PZP)? + = 1 (PZP) +Z A (PZP) +. ) P (1! + 3 (PZP)? + 5' (PZP) +. > PZP

7T6 s 3

= ( — —\PZP|2 o |PZP\4 — —|PZP|5 —. ) P — ( PZP)* + |PZP|4 - ) PZP =

4! 6! 3 5!

pPZP

= cos(w|PZP|)P — sin(w|PZP|) PZP|

(124)
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Ekkor 6sszefoglalva:

pE) 7z pE)

[+ XU (C) = (eos<wP<i>ZP<i>|>P<i> +sin(r| PO ZPO) oy

X)) 2s)
lesz a keresett geometriai hatds, amely leirja, hogy a megfelel6 altérben levé allapot hogyan valtozott meg, mialatt a
rendszert a Z-matrix altal leirt egyszeri korpdlyan valtozd paraméterértékeken vittitk korbe.

Tekintsiink most egy konkrét gorbét! Az altalam végigszamolt gérbék koziil ime egy, melynek hatdsa a
legérdekesebb:

.
e

a(t) ;:% S (126)
_7" . . —p
. p .

preR, pP+r’=1, (127)

ahol az utébbi feltétel annak felel meg, hogy a ”forgatas irdanyvektora” legyen egységnyi, a forgatds nagysagat az wt
tényez6 hatdrozza meg.

Ujabb szinesit6 kitéréként megjegyezziik, hogy a fenti a-métrix az 6tdimenzids térben egyszerre két sikban forgat:
a (03) és (34) koordindtasikokban, igy Osszesen egy ferde sikban torténé forgatdst valésit meg. A ”ferdeség” mértékét
a p és r egyutthatok viszonya hatarozza meg. SzélsOséges helyzetben példaul r = 1 esetén a forgatas sikja nyilvan
belesimul a (03) koordinétasikba.

Ekkor felirva a forgatast:

U(t) = et ()Suw — E%Z,
Z = F3 (T‘FO —|—pF4) 5 (128)

ahol I',,-k Clifford-algebraja miatt a kovetkezd jol hasznalhaté egyenlSséek konnyitették munkankat:

FMFV = _FVF,Ltv (129)
T, T,]=2r,I,, (130)

mivel itt csak p # v fordulhat el6. Valamint
7% = r?T3TgT3Tg + p?T3Tylsly + rp (T3Tlaly + T3Tylslg) = —1 (131)

kénnyen beldthato, mivel T2 = I és (129) megfelel§ alkalmazasaival az elsd két tag Gsszege (127) miatt —1, a zardjel
tartalma pedig eltiinik. (Ez alapjan gyarthatunk ellenpéldét: a Z? = —1I feltétel nem teljesiil, ha Z-nek (128)-hoz
hasonlé eldéllitdsdban nem emelhetd ki a két I'-t tartalmazé tagokbdl egy kozos I',. Ekkor a fenti egyenletben a
zéréjel értéke nem nulla.)

Tehét (131) kovetkezményeképpen hasznédlhatjuk a (125) formuldt. Ehhez kiszdmoljuk a kévetkezéket: Mivel ¢ = 0-
ban a Hamiltoni diagonalis, ezért a projektorok:

PH(0) = (1 ) PON0) = (: i) (132)

7= (_T p) K, (133)

p r

Ezekkel

PH(0)ZPH)(0) = (‘_’" j) K, (P(+>(0)ZP(+)(0))2 - (T’Q j) (134)

PO0)ZPE)(0) = (: T) k, (P<->(0)ZP(—>(0))2 (135)

I
TN
\
s -
[\v]
N~

P (0) 2P (0)] =r (136)
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Ekkor (125) vektoregyenlet megoldasaval példaul a E energidju altéren miikodé Berry-féle kvaternio:
UT(C) = — cos(nr) — sin(mr)k (137)

Most visszairva a kvaterniét 2 x 2 komplex métrixokkal, megkapjuk a Berry-métrixot, amely az eredeti C* Hilbert-
tertink megfelel6 kétdimenzids sajatalterében az idofejlédés hatasat irja le:

UD () = <— cos(m“).-l-isin(ﬂr)  cos(mr) '_ism(m> — oim(r+1) (1 ei'w), (138)

ami egy fazistolé kapu egy prefaktortdl eltekintve. A lehetséges fazistolds 27r, ahol —1 < r < 1 a (127) feltétellel
osszhangban.

A téma e ponton koran sincs lezarva, csupan félbehagyva. Ennyire futotta idénkbél. Bizonyos részletszédmitdsokkal
a kép kerekebbé tehetd, valamint tovabbi lehetdségek tag tere nyilik meg eléttiink.

IV. TOVABBIAK

A kozvetlen tovabbfejlesztési lehetOségek kozott els6 helyen szerepel olyan létez6 fizikai problémat leiré Hamil-
toni megtaldlasa, mely négyszeresen degenerdlt altérrel rendelkezik, s igy lehet&séget nytujt két-qubites kvantumkapu
megvalésitasara. Az ezen megvaldsithaté kvantumkapuk kiszamitasa tovabbi probléma. Maésik irdnyt jelent a
paramétertérbeli gorbék bonyolultabb formdinak alkalmazéasa. Valamint vizsgalat targyava kellene tenni, hogy
moédszeriinkkel dltalanosan milyen kvantumlogikai kapuk valésithatéak meg.

Koszonet

Koszonet illeti témavezetémet, amiért bevezetett erre a rendkiviil érdekes és szép teriiletre.

APPENDIX A: KVATERNIOK
A ¢ € H kvaternidk alakja:
qg=¢"+ig* +ii* + k¢, ... €R, (A1)

ahol i, j, k a kvaternionikus képzetes egységek, melyekre:

iZ=j?=k*= -1, (A2a)
ij=k, (A2b)
ji=—k, (A2¢)

és az utébbi két egyenlet i, j, k ciklikus permutacidira mind fennall.

A kvaternidk egy lehetséges dbrdzoldsa U(2) matrixokon torténik, ahol a kvaternionikus egységeknek megfelelnek
sorban: I,ios,i09,i01. (0; a Pauli matrixok.) Ezek tudjédk a fenti definialé reldcidkat. Hasonléan jé vélasztis az
1, —i0q,—109,—i03 is.

A kvaternidkon értelmezett Gsszeadds teljesen jél viselkedik, Vp, g, r € H:

p+a=0"+4") +ilp' +¢") +il® + ) + kO’ + &%), (A3)
(p+a)+r=p+(a+r), (A4)
p+a=q+p, (A5)
vagyis asszociativ és kommutativ, a valds szamok megfelel6 tulajdonsdgai miatt.
Az Gsszeaddssal definidlhatjuk a nullkvaterniét: Vp € H
Qnull + P =D, (AG)

amit tovabbiakban 0-val jeloliink, és alakja: 0+ i0 + jO + kO.
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A kvaterni6kon értelmezett szorzds azonban (A2) reldciék miatt nem lesz kommutativ: Vp,q € H:

pq # qp (A7)
(pq)r = plar). (A8)
Ezzel definidljuk a kvaternionikus egységelemet:

amit tovabbiakban 1-gyel jeloliink, és alakja: 1+ i0 + jO + kO.
FEzzel minden kvaternié kommutal.
Egy ¢ kvaterni6 inverze (a szorzasra) ¢—* ha

qq ' =1, (A10)

(a jobb és balinverz megegyezik.)
Minden kvaternié6 kommutal az inverzével, ha az létezik.
A kvaternionikus konjugélds miivelete definicié szerint:

7=q¢"—iq' - j¢* — k¢’ (A11)
Barmely kvaternié kommutél a konjugaltjaval.

Kvaternié konjugaldsinak az U(2)-métrixdbrézoldsndl az adjungélds miivelete felel meg.
Ekkor egy kvaterni6é abszolutérték-négyzete:

o> = g = q7 = (¢°)* + (¢")* + (¢*)* + (¢°)%, (A12)
lgl € RT. (A13)

ahogy annak lennie is kell.
Bizonyithaté a kovetkez6 tulajdonsag:

(4p) = pa. (A14)

A fentiek alapjan a matrixabrézolas felhasznaldsaval is lathato:
¢ =g (A15)

lq/?

Az |g] = 1 7egységkvaternidk” csoportja izomorf SU(2)-vel.

Egy kvaternié felirhaté egy tisztan valds és egy tisztan képzetes rész Osszegeként:
1 = 1 =\ Cx _ 0 Cxpy — 341 s 2 3

st +5@—D=Re+3¢, Re=4¢", S¢=i¢ +j¢" +ke". (Al6)

Lathato, hogy az itt hasznalt "képzetes rész opredtor” () nem teljesen gy miikodik, mint a komplex szamok esetén.

Barmely kvaternié kommutal egy tisztdn valds kvaternioval.

Tekinthetjiik H" elemeit, melyek kvaternidelemli szamennesek. Mivel a kvaternidészorzds nem kommutativ, ezért

megszabjuk, hogy egy u € H" szdmennest egy a € H elemmel szigorian csak egyik oldalrdl szorozhatunk. (Bevett

szokds szerint jobbrol.) Ekkor H” jobb-modul lesz H felett. (Nem vektortér, mivel H nem test, csupédn divizié-gy{irii.)

H"™-en bevezethetiink egy skalarszorzatot a kovetkez6képpen:

n
=) a™. (A17)
a=1

Ez mésodik tagjdban linedris, els§ tagjdban konjugélt linedris: (A jobbszorzéds konvencidjat figyelembe kell venni!)

q:

(ualvy = Z = a(ulv), (A18a)

a=1

(A18b)

(ulva) =

i
@
@
Q
Il
=
&4
~—
Q

A fenti skaldrszorzassal definidlhaté norma H"-en:

Jul? = (ulu) €R (A19)



APPENDIX B: A SPINOPERATOROK MATRIXAI, s = 3

(Spinsajétallapotbazisban)

3 .
1(.1 -
53:5 -1 . )
- =3
.o.9 .
S"r: .\/gv
s=|V3, |
S—l V3 .2 .
1_2 . 9 . \/ga
V3o
. -3
S—i \/g . -2 .
2_2 . 9 . _\/§7
V3o
1 -
511
2
sz E
-1
9 .
1(.1 . .
Sg:i T
-9
3 23 -
74l 2v3 - 7 |
So2v3 -3
3 -2V3 .
274 -2v3 7 ~ ’
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(B3)

(B6)

(B8)

(B9)
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(3 —2V3 -
S5 = (m S 2.“3) , (310
- 2V3 -3
(3 —2v/3 .
55 (m T 2.“3) , (B11)
- 2V3 3
V3 .
5183 = i (3\/§ 2 _.2 3\/§) ’ (B12)
Y I
. 3V3 . .
S35, _i <\/§ _'2 2 \/g) , (B13)
. . =3V3 -
. ' 7\/5 '
G555 = % (3\/3 ; 2 3\/3) 7 (B14)
N R
. - =3V3 .
SsSz = <\/§ S, \/g) , (B15)
. . -3v3 -
{S1,8}=V3 (l - z) : (B16)
1.
{1,895} = V3 (1 - '1) : (B17)
A

{89,831 =3 (’ o Z) . (B18)
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