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Kivonat

A kevert kvantuméllapotok Osszefondédésa a kozelmilt és napjaink akti-
van kutatott teriilete. A legegyszertibb eset két qubit kevert allapota, mely-
nek Osszefonddasa — kdszonhetSen néhany matematikai ,yéletlen” egybeesésnek
— teljesen expliciten jellemezhetd egyetlen valos fiiggvénnyel, az tgynevezett
Wootters-konkurrenciaval. Ha a rendszer kicsit nagyobb, példaul nagyobb di-
menzioju részrendszerek esetén, akkor az 6sszefondédasra mar nem ismert ilyen
expliciten megadott fliggvény. A részrendszerek szaménak novelése pedig —
mely a bonyolédas mésik iranya, — magénak az 6sszefonédasnak a struktira-
jat teszi sokkal bonyolultabba mar tiszta allapotokra is. A hdrom-qubit rend-
szer azért nagyon érdekes, mert itt mar jelentkeznek ezek a , kiilonb6z6 moédon
Osszefont” — kiilonbo6zs Gsszefonodasi osztalyba tartozd — allapotok, és a tisz-
ta allapotok osztélyozasa megfelel§ expliciten megadott valds fiiggvényekkel
teljesen kidolgozott. Viszont kevert allapotokra csak az dgynevezett ,convex
roof extension” nevii médszerrel, implicit médon lehet megadni 6sszefonddast
jol jellemzé fiiggvényeket a tiszta allapotokat jellemzd fliggvényekbdl. Ezeknek
a fiiggvényeknek a kiértékelésére néhany speciélis egyszerd esettdl eltekintve
csak numerikus lehetgségeink vannak.

A dolgozatban attekintjiik a kvantum 6sszefon6das elmélet alapjait, és ezek
alacsony-dimenzi6s Hilbert-terekre valé alkalmazéasat. Bemutatjuk a két- és
hirom-qubit rendszerek Gsszefondédasat mind tiszta, mind kevert allapotokra.
Attekintjiik az irodalomban talalhato ezzel kapcsolatos fontosabb eredménye-
ket, valamint harom-qubit kevert allapotok tobb speciélis kétparaméteres csa-
ladjan numerikus moédszerekkel meghatérozzuk a tiszta allapotokat jellemzé
fontosabb fiiggvények kevert allapotokra valo kiterjesztéseit, és ezeket Gssze-

vetjik a kiilénbozd 6sszefonddasi osztalyokat részben jellemzd kritériumokkal.
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1. Bevezetd

A kvantummechanikai allapotdsszefonddés a kvantumfizika sajatos jellegzetessége,
mely a klasszikus fizikai szemléletnek ellentmondé kévetkezményekre vezet. Csupan
néhény példa erre az allapot mérésnél torténd beugrasa, mely lehetévé teszi az al-
lapotteleportéalast; a Bell-egyenlStlenségek sériilésének magyarazata nem klasszikus
korrelacioval; és az a tény, hogy egy Osszetett rendszer teljes ismerete nem vonja
maga utan a részrendszerek ismeretét.

A kvantummechanikai allapotosszefondédas nem klasszikus viselkedését elGszor
Einstein, Podolsky, Rosen és Schrédinger ismerték fel. Akkoriban azonban a kutata-
sok més gyakorlatiasabb iranyokat vettek. A kvantumosszefonodast a Bell-egyenlét-
lenségek publikalasa hozta vissza a koztudatba. Azéta az elmélet letisztult és a ki-
sérleti technika is fejl6dott, mely lehetévé tette az Gsszefonddas kivetkezményeinek
kisérleti megfigyelését. Az allapotosszefonddas a kvantuminforméciéelmélet kdzponti
fogalma, ami a klasszikus informaciéelmélethez képesti tobbletet jelenti, és lehetéveé
teszi a kvantumkriptografiat, szuperstri kodolast, polinomidejt primszamfaktoriza-
ciot, allapot teleportalast és még sorolhatnank. Igy egyre nagyobb motivaciot kapott
az Osszefonodas mértékének kvantitativ vizsgélata.

Egy rovid kvantummechanikai bevezeté utan bemutatjuk a két és harom qu-
bit allapotok néhany lehetséges Gsszefonddasi mértékeit, majd egy rovid kvantum-
mitveleti bevezetében targyaljuk az allapotok LOCC és SLOCC' ekvivalencia oszta-
lyait. A dolgozat masodik felében pedig numerikus modszerekkel kiszamololt Ossze-

fon6dasi mértékeket mutatunk be.

2. A kvantummechanika axiéomai

Tapasztalati uton allithatjuk, hogy a fizika elméleti formalizmusédnak nyelve be-
agyazhato a matematikdba, ezért a matematikai egzaktsag igényével 6sszehangban
sziikséges a fizika, esetiinkben a kvantummechanika, axiomatikus targyalasa. Mivel
a dolgozat ezzel az igénnyel 1ép fel, a tovabbiakban ismertetjiik a kvantummechanika
axiomait, ezek néhany elemi kdvetkezményét és fizikai interpretaciojat.

A kvatummechanika axiomait Neumann Janos fogalmazta meg [5]-ben’, de most

az |1]-ben leirtak tematikajat kovetjiik.

Valojaban 1932-ben, a kényv eredeti német verzidjaban fogalmazta meg, a Mathematische

Grundlagen der Quentenmechanik-ban.



2.1. Az allapot

1. Axiéma Minden kvantummechanikai rendszerhez tartozik egy komplex, szepa-
rabilis Hilbert-tér, és a rendszer allapotai a Hilbert-tér statisztikus operéatora-

inak feleltethetGek meg.

1. Definicié. A H Hilbert tér egy p onadjungdlt operdtordt statisztikus operator-
nak? nevezziik, amennyiben p pozitiv ({x, pr) > 0,V € H esetén) és Trp = 1. A
statisztikus operdtorok halmazdt D(H)-val jeléljiik.

1. Allitas. Egy p operdtor akkor és csak akkor statiszikus operdtor (vagyis dllapot),
ha felirhato

p=>_pulea){enl, (1)
n=1
alakban, ahol |¢,) € H egységuektorok és igaz, hogy y .~ p, =1 és p, > 0.

A bizonyitas megtalalhato a [2]-ben.

Az (1) kifejezésben szerepld statisztikus operatorokat fizikailag ugy is interpretal-
hatjuk, hogy a kvantummechanikai rendszer p,, valészintiséggel a |¢,,) (¢, | allapotban
van, ami egy rangi projekcié. Az ilyen alaku allapotokat tiszta dllapotnak nevezziik,
és a komplex fazistol eltekintve megfeleltethetéek egy egyre nomralt vektornak. Az
elemi vagy egy rangt projekciok konvex kombinécidjat véve kapjuk a kevert dllapo-
tokat, amiket altalanosan a p = ) pu|¢n)(pn| alakban frhatunk fel. Az allapotok
tehat egy konvex halmazt alkotnak, melynek extremalis pontjai a tiszta allapotok.
Tehat, ha p,, extremalis pontokat jelol, akkor Vp el6all a p =) p,pn,alakban, ahol
Y nPn=1,p, >0, és a megfelel§ p,-ekhez tartozo p,, konvex kombinacios egyiittha-
tok egyértelmtien megadjak az allapotot. A konvex kombinacios felirds azonban nem
egyértelmi, mert tobbféle modon is kikeverhetiink egy allapotot. Erre egy példat
mutatunk be a kdvetkezdkben.

A tiszta allapotok a projekciok, igy megfeleltethetGek a H Hilbert-tér egy al-
lapotvektoranak, ami egyre normélt és fazisfaktor invaridns. Ekkor az allapottér
a Hilbert-tér sugarainak a tere: ekvivalensnek vesziink két vektort, ha csak egy
komplex faktorban kiilonboznek. Véges n dimenzi6 esetén az éallapottér a CP™ =
(C™\ {0}) /~ = S?*1/St komplex projektiv tér, ahol S* = {(z1,2,...,7111) €
R |2y |2+ 20> + ...+ |2141]? = 1} a b+ 1 dimenzios Euklideszi-tér k dimenzios

egységgombjes.

2Véges dimenziéban a statisztikus operatort stirtiségmatrixnak is nevezziik
3Errsl bévebben olvashatunk a [3]-ban.



2.1.1. Bloch-gémb

A legegyszertibb példa az allapotok szemléltetésére a kétallapoti kvantummechani-
kai rendszereket reprezentalé Bloch-gomb?. Legyen {|0),]1)} € H = C? ortonormalt
bazis. Ekkor a tiszta allapotok altalanosan felirhatok a |¢)) = «|0) + (1) alakban,
ahol |+)) nomraltsaga miatt igaz az |a|? + |3]? = 1 Osszefiiggés®. Igy a [1)) allapot
atirhato a
1) = € (cos 2|0) + €' sin 2|1))

forméba, ahol © € [0, 7], ¢ € [0,27] és v € [0, 27] valos szamok. Mivel az allapot a
CP" eleme, ezért az e fazisfaktort elhagyhatjuk. Igy a

) = (COS%|O> + ¥ sin%|1>) (2)

alakban fejezhetjiik ki az altalanos qubit tiszta allapotat. Ez a feliras jol mutatja,
hogy a tiszta allapotok tere izomorf egy haromdimenzios egységgomb feliiletével,
ahol egy-egy pontja a feliiletnek egy-egy tiszta allapotot ad meg. Ez az izomorfia
onnan is lathat6, hogy az allapotok tere most a CP! = $3/S1 = S? ami pedig a
héaromdimenzios tér egységgémbje.

Az allapot statisztikus operatora altaldnosan felirhato a

p=5(I+10) 3)

alakban, ahol o a Pauli-méatrixok vektora, I a 2 X 2-es egység maétrix és r valos
szamtest feletti vektor, melyre p pozitivitdsa miatt igaz, hogy |r| < 1. Ezt az r
vektort Bloch vektornak hivjuk. Ez a Bloch vektor reprezentalhaté az euklideszi-
térben, ahogy az 1. dbran is lathato. Amennyiben |r| = 1 az egységvektor, akkor az
r vektor a gomb feliiletére mutat, igy az allapot tiszta.

Ha az r helyvektort gémbi koordinataban paraméterezziik, akkor konnyen el-
lendrizhetd, hogy a tiszta allapotok a (3) egyenletben felirt alakban ugyan azon
allapotok halmazat adjék, mint a (2) egyenletben kifejezett alakban.

A kevert allapotok a tiszta &allapotok konvex kombinacidjaként éllnak eld, igy
azok a goémb belsé pontjai lesznek. Igy sikeriilt az allapotok terét egy euklideszi
struktiraba dgyazni gy, hogy a bedgyazés a konvex kombinacié struktirat is meg-
tartja (1d.:1 abra).

Latszik, hogy a gomb barmely belsé pontja feliileti pontok konvex kombinaci-

ojaként tobbféleképpen is eldallhat, ezért ez az elSallitas nem egyértelmtd. A C2

1A Bloch-gémb leirasa megtalalhaté [4]-ben.
5Egy ilyen kétallapott rendszert a kvantuminformaciéelméleti vonatkozasa miatt qubitnek hi-

vunk.



1. abra. A Bloch-gémb

Hilbert-tér egy specidlis struktura, mert a konvex halmaz hatarolo feliilete és ext-
remalis pontjai megegyeznek, pontosan azért, mert ha mér az egyik konvex kom-
binaciés egyilitthatd nulla, akkor mar extremalis pontot kapunk, mert a tér kettd

bazisvektor specidlis szuperpozicidjaként all eld.

2.1.2. A Bloch-vektoros feliras magasabb dimenziéban

Magasabb N dimenzioban is létezik a (3) egyenlethez hasonlo Bloch vektoros feliras,
ahol a Pauli-matrixok helyét az N? — 1 dimenziés SU(N) Lie-csoport generétorai
veszik at, ami az SU(V) Lie-algebrajanak bazisa. Ezekre igaz, hogy 6nadjungalt és
nulla nyomt N x N-es matrixok. Jeloljiik ezeket o;-vel, ahol i = 1... N? — 1. Va-
laszthatok gy, hogy teljes ortonormalt rendszert alkossanak a méatrixok vektorterén,

tovabba®

2
N
ahol fi;; a teljesen antiszimmetrikus, d;;; pedig a teljesen szimmetrikus és nulla

O'iO'j = 5@‘ + dijkak -+ lfijka-k7

nyomu tenzor (). d;, = 0). Az N = 2 esetben a Pauli-matrixokra esetén d;;; = 0
s fiji = €. Tovabba igazak az aldbbi Osszefliggések:
) 4
03, 0] = 2ifijron, {oi,05} = N(Sij + 2dir0%,
TI‘O'Z'O'J' = 2(51']', TI‘O'Z‘O']'O'k = Qdijk + 21fzgk

Ezen Osszefiiggések ismeretében felirthato egy tetszdleges véges N dimenzios Hilbert-

tér egy allapota:
J =
P=N + ; Ti0%,

6 Az Ssszefiiggések megtalalhatok a [3]-ben.




ahol 7;-k egy T vektor komponensei, és igaz rajuk, hogy akkor és csak akkor lehet p
tiszta allapot, ha |7]> = &=L és d;jm7; = 227, Mivel |7 dllando, ezért magasabb
dimenziéban a tiszta allapotok tere megfeleltethets egy N2 — 1 dimenziés gomb
felilletének egy masodfoku egyenlet altal meghatarozott részhalmazaval. A kevert
allapotok pedig ezeknek a konvex burka, ami a gémb belsejébe esik.

A dolgozatban harom qubites allapotokkal foglalkoztam, amik egy N = 8 dimen-

zi6s Hilbert-téren hato stirtiségmatrixa, igy ezek halmaza egy N? —1 = 63 dimenzios

V7

tér |7| = ¥* sugart gdmbjén helyezkedik el.

2.2. A fizikai mennyiség

2. Axiéma Minden valos értéki fizikai mennyiség a Hilbert tér egy A onadjungalt
operatoranak feleltetheté meg. Annak a valdszintisége, hogy A-t megmérve a
mért érték a A C R halmazba esik TrE4(A)p, ahol E4(A) a A halmazhoz

tartozo spektrélis projekcio.

Legyen A 6nadjungalt operator, melynek spektréalfelbontasa diszkrét spektrum ese-
tén A =Y\, P,, altalanos esetben pedig A = f AdF), ahol A, és P, a megfelels
sajatértékek és a sajatvektorok alkotta projekciok és E spektralprojektor mérték a
0(A) C R Borel-halmazon, ahol E tartoja o(A), A spektruma. Annak a valoszind-
sége, hogy o tiszta allapotban az A fizikai mennyiséget mérve a mért érték beleesik
a A C R halmazba [, idyd(p, Exp) = (¢, Es(A)g) = Tr (EA(A)]@H@\). Ekkor A
varhato értékére az (A), = TrAp = (| Alp)-t kapjuk”.

2.3. Az oOsszetett rendszer

3. Axiéma Egy H(V és H® kvantummechanikai rendszer dsszetett rendszerének

lefrasara a HM ® H® tenzorszorzat tér szolgal.

Ekkor definialhatjuk az osszetett rendszer p € HM ® H? allapotanak az egyes

részrendszerekre vett redukalt allapotait vagy marginalisokat.

2. Definicié. Legyen p statisztikus operdtor a HY @H?) tenzortéren, és a p dllapot
HWD illetve a HP rendszerre vett redukalt allapota vagy marginalisa py, illetve po,

melyre teljestil, hogy
Tr((A®I)p) = Tr(Ap) VA € B(HW),®

Tr((I ® B)p) = Tr(Bps) VB € B(HY).

1d.: Neumann-féle mérés.
8B(H) a H Hilbert tér korldtos operatorainak a halmaza.
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Megmutathato, hogy ezek a feltételek egyértelmiien meghatarozzék pi-et és po-t.
Ehhez be kell vezetniink egy j miveletet, ami a statisztikus operatorok parcialis

nyomképezése.

3. Definicié. Legyen {e;} C HWY és {f;} C H® ortonormdlt bdzis, és T egy nyom-
operdtor” a tenzortéren. Ekkor a Try parcialis nyom a HY @ HP tenzortér nyom-

operdtoraibol képez a H® Hilbert-tér nyomoperdtoraiba gy, hogy

TnT =) (e filT(e: ® ) fu)(fil,

ik,

¢s ugyanigy mikodik a Try leképzés is, ami a HY Hilbert tér nyomoperdtoraiba
képez:
TroT =Y (e @ fil T(e; © fio))lea)(e].

1;7j7k
Konnyen ellenérizhetd, hogy a parcidlis nyom &llapotok elemi tenzorszorzatéara a

c stz

Tr(Try(T)B) = Te(T(I @ B)),

Tr(Try(T)A) = Te(T(A® 1)),
ahol T € HO @ H®, A e HW és B € HP.

2.4. A mérés

4. Axiéma A kiilonb6z6 { A, }7_, lehetséges értékeket felvevs mérés olyan { My},
operatorok halmazaval irhato le, amelyekre igaz, hogy >, M,IMk = [. Ha a
rendszer p allapotban volt eredetileg, akkor a mérés végrehajtasa utan a rend-
szer a y ., MypM, ,I kevert allapotba keriil. Ekkor a A, kimenetel valoszintisége
p(Ag) = TeMpM ,I Tovabba ha tudjuk, hogy a mérésnek )\, kimenetele valosul

meg, akkor a rendszer allapota a mérés végrehajtasa utan beugrik a

MypM;]

PE= TerpM,I

allapotba.

A valoszintiségek Osszege 1, hiszen

> ) =) TeMypM] =" TeM{Myp = Trp = 1.
k k k

9Az angolszasz irodalomban trace class, vagyis Tr|A| < oo.
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Ezért felirhatjuk a mérés utani kevert éllapotot a

M, M
+ Mgp
S Tl 5

alakban. Amennyiben a kiindul6 allapot [¢) tiszta, a mérés utani allapot

M)
(| M) ||

2.4.1. Neumann-féle vagy projektiv mérés

A Neumann-féle mérésnél'® a mérs operatorok M, = P, paronként ortogonalis pro-
jektorok. Ugy is mondhatjuk, hogy P egy projektor értékid mértéket definial az
{1,2,...} diszkrét szamhalmazon. Ekkor MM, = P, és 3., P, = I. Igy a mérés
Ai-hoz tartozo valoszintsége pu(A,) = Tr(Pypy) és a mérés utani allapot ), PppP.
Tiszta allapotok esetén a mérés elstti 1)) allapot beugrik a Py képterével parhuza-
mos egységvektorba, vagyis ha Py = |¢x) (¢r|, akkor a A\x mérése uténi allapot |px).
Mivel a projekciok paronként ortogondlisak, ezért igaz, hogy P P; = 6;; ;. Ezért, ha
egymas utan tobbszor ugyanazt a projektiv mérést végeziik el, akkor az els6 mérés

utani allapot nem valtozik:
> B ( Y. PoR)P =Y PPpPP = PP
j i i i

Altalanos —nem Neumann-féle— esetben a mérés nem ismételhetd.

Minden projektiv mérés leirhato egy A fizikai mennyiség varhato értékével. Le-
gyen A spektralfelbontasa A = >, A\ Py, ahol A\i-k a mérési eredmények és Py-k a
projektiv mérd operatorok. Ekkor A varhato értékére azt kapjuk, hogy

A) = Z Aept(A) = Z M TrPep = Tr(p/\kPk) = TrAp,
k k

ami [¢) tiszta allapot esetén (YP|Aly) = (A)y. A 2. axiémaban lattuk, hogy egy
valos értéki fizikai mennyiség 6nadjungalt operatorral reprezentalhatéd. Tehat ennek
a spektralprojekcioi veszik at a mérs operatorok szerepét.

Val6jaban a Neumann-féle mérés valosithaté meg fizikailag, de ennél létezik al-

taldnosabb mérés is, a Pozitiv operator értéki mérés.

2.4.2. Pozitiv operator értéki mérés (POVM)

Ha nem szamit, hogy mi lesz a mérés utani allapot, hanem csak a mérés utani kevert
allapotok valoszintiségére vagyunk kivancsiak, akkor hasznalhatjuk a pozitiv operéa-

tor értékid mérést. Ekkor definidlhatjuk az E, = M,IM;C definicié szerint pozitiv

10A Neumann-féle és a POVM mérés sszefoglalasa megtalalhato [4]-ban.
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operatort, ami egy pozitiv operator értékd mérték az {1,2,...} diszkrét szamhal-
mazon. Igaz, hogy >, Ej = I és p(\,) = TrEgp. Latszik, hogy ha az Ej operatorok
projektorok, akkor visszakapjuk a projektiv mérést. Tehat a pozitiv operator értéki
mérés a projektiv mérés altaldnositasa.

Léteznek olyan kiilonb6z& M mérs operatorok, amelyekhez ugyanaz a pozitiv

operator tartozik. Ha M, = UM}, ahol Uy egy tetszéleges unitér operator, akkor
E, = M{' M}, = M{UIUM, = M} M,, = E,.

Ezért az { Ey} pozitiv operator értékd mérés alaluldeterminalja az { My} mérd ope-
ratorok halmazéat.

Ha a Hilbert tér dimenzidja n, akkor a Neumann-mérésnek maximum n kimene-
tele lehet. Egy pozitiv operator értékd mérésnek azonban véges dimenziés Hilbert-
téren is lehet akar végtelen sok kimenetele is, ilyenkor a ), Ej = I Osszefliggés
helyett [ dE()\) = I pozitiv operator értéki integralt kell alkalmazni.

A Naimark-tétel szerint barmely POVM megkaphat6 egy nagyobb Hilbert-téren

végzett nagyobb Neumann-féle mérésbal ([3]).

2.5. Az idofejlédés

5. Axioma Egy zart rendszer idéfejlédését unitér operatorokkal adhatjuk meg. Je-

16lje p; a t, ps pedig az s id6ponthoz tartozo allapotot. Ekkor
pr=U(t,s)pU(t,s)",
ahol az U(t, s) € B(H) az unitér propagdatorok olyan csaladja, hogy
U(t,s)U(s,r) =Ul(t,r).

Sok esetben autoném rendszereket vizsgalunk, ekkor U(t, s) = U(t — s) egypa-
raméteres unitér csoportabrazolas, amire igaz, hogy U(t,)U(t2) = U(ty + ).
Legyen a paraméter t. Ekkor az unitér csoportabrazolasok generatorat Hamil-

ton operatornak nevezziik!!:

U(t) = ¢ iH

3. Tobb részrendszer esete és osszefonddasuk

Az allapotosszefonddas a kvantummechanikai rendszerer egy olyan nem klasszikus
korrelaciokat mutatéd tulajdonsaga, ami a kvantummechanika axiéméinak egy saja-

tos kovetkezménye. Ebbdl kideriil, hogy 1éteznek olyan allapotok, ahol egy Gsszetett

A Planck-allandét egységnek vettiik
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rendszer részrendszerei egyenként kevesebb informaciot hordoznak, mint egyiitt. En-
nek az allitasnak az a matematikai hattere, hogy még tiszta allapotok esetén is egy
tenzortér vektora altalanosan nem egy elemi tenzor, ezért nem irhato fel tenzorszor-
zatalakban. Az ilyen Osszefonodott allapot redukalt allapotaibdl nem hatérozhato
meg egyértelmten az eredeti 6sszefonddott rendszer allapota.

Ezt az alabbi példan szemléltetjiik. Tekintsiik a C? @ C? Hilbert tér

o b
6) = —=(01) +110)).

o b _
67) = (01 = 10)). ’
67) = —(/00) + [11)),

2

¢7) = ﬁ(|00> —[11))

vektorait, amiket Bell-adllapotoknak neveziink. Konnyen lathatd, hogy ortonomaélt

-3

bazist alkotnak. Amennyiben kiszdmoljuk stirtiség operatoros felirasban az allapotok
redukalt allapotait, akkor mind a négy Bell-dllapotra azt kapjuk, hogy az egyes
részrendszerek maximalisan kevert /2 allapotban vannak, annak ellenére, hogy a
kezd6 Osszetett rendszer tiszta allapotban volt. Tehat azt mondhatjuk, hogy ha
mindent tudunk is az egész rendszerrdl, mégis akar az is lehetséges, hogy semmit

sem tudunk egyenként a részrendszerekrol.

3.1. Két részrendszer Osszefonddasa

Ahhoz, hogy definidlhassuk, hogy mi is a kvantummechanikai sszefonddés, elGszor

a szeparabilitést kell definidlnunk, ami az 6sszefonddottség ellentéte.

4. Definici6. Tekintsink két kvamtummechanikai dllapotteret a H és a HP)
Hilbert-tereken. Ekkor az dsszetett rendszer eqy [hap) € HWY @ HB) vektorral jel-
lemzett tiszta dllapotdt szepardbilisnek nevezziik, ha felirhato elemi tenzorként, vagyis
létezik olyan [4) € HW) és |vp) € HP) dllapotvektorok, hogy

[YaB) = [1a) ® |¥B).

Ez a definicio kiterjeszthets kevert allapotokra is, hiszen egy |¢4) ® |¢g) alla-
potvektor megfeleltethets egy |1a)(Wa| ® |p) (1| projekcionak, és igy vehetjik a
szeparabilis allapotok konvex burkat, amit egyértelmiien meghatéroznak a szepara-

bilis tiszta allapotok, mint a halmaz extremalis pontjai.
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5. Definicid. Tehdt eqy dltalanos p dllapotot két részrendszer esetén szeparabilisnak

nevezdnk, ha f@lf? hato a
A B

alakban, ahol {p;} konvex kombindcids egyiitthatok, illetve pEA) € D(HW) és pEB) €
D(HP)).

6. Definicio. Osszefonddottnak neveziink egy dllapotot, ha nem szepardbilis.

1. Tétel. Egy H™ és eqy HP részrendszerekbsl dlle HY @ H®P) dsszetett rendszer
esetén, ha prs € HY @ HP dllapot redukdlt dllapotaibol legaldbb az eqyik tiszta,

akkor p1o = p1 ® ps szorzatalaki.

A tétel bizonyitasa megtalalhato a fiiggelékben.

Ennek a tételnek a kévetkezménye, hogy két részrendszer Gsszefondédott allapo-
tanak a redukalt allapotai csak kevertek lehetnek, ahogy a Bell-allapotok példéjan
is lattuk.

3.2. Az entrépia, mint 6sszefon6dasi mérték
3.2.1. A Shannon-entrépia

7. Definici6. Diszkrét valoszintiségi eloszlasnak nevezzik azt a {p;},.; szdmhal-

mazt, amelyre igaz, hogy |I| < oo, p; > 0 Vi-re és Y. p; = 1.

A diszkrét valoszintiségi eloszlasok kvantitativ jellemzésére az informécidelmélet-

b6l ismert Shannon-entrépia szolgal.'?.

8. Definicié. Egy p = (p1,...pn) n dimenzids valdsziniségi eloszlds Shannon-

entropajanak nevezzik a

H(p)=—> pilnp
mennyiséget.

A H(p) Shannon-entrépia szemléletes jelentése az, hogy atlagosan héany bit
mennyiségi informécio (kodszohossz) sziikséges ahhoz, hogy a p diszkrét valoszi-
niiségi eloszlashoz tartozé események bekovetkezésekor kapott informacioit rogziteni
tudjuk.

Koénnyen belathato, hogy H(p) € [0,lnn], minden valészintségi eloszlasra. Az

igy definialt entropia egy valoszintiségi eloszlas kevertségének a mértékét jellemzi,

12Bgvebb irodalom talalhato a Shannon-entrépiarél a [3]-ben.
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hiszen ha valamelyik p; = 1 és a t6bbi nulla, vagyis biztos esemény esetén H(p) = 0.
Maximaélisan kevert eloszlas esetén, ahol p; = 1/n, (i = 1...n) és H(p) = Inn.

Tovabbi tulajdonsagai:
1. Folytonos fiiggvény.

2. Kiterjeszthetd, ami azt jelenti, hogy a 0In0 = 0 feltételt kirdva (ami hatarér-

tékben értelmes) H(p1,...p,) = H(p1,...pn,0) n dimenzios eloszlas esetén.

3. Konkdv figgvény, ami azt jelenti, hogy H (zp + (1 —x)p’) > xH(p) + (1 —
) H(), Vi € 0,1].

4. Schur-konkav fiiggvény. Ehhez be kell vezetniink egy < részben rendezést a
diszkrét valoszintiségi eloszlasok kozott, ami azt jelenti, hogy p < q (q majo-
ralja p-t) akkor és csak akkor, ha Vk < n esetén igaz, hogy Zle pf < Zle qj,
ahol a felsGindex nyila azt jelenti, hogy csckkend sorrendben vannak a valo-
szintiségi eloszlasok sorbarendezve. Konnyen belathatd, hogy ez permutécio
erejéig részben rendezés, igy a valdszintiségi valtozokat ellathatjuk egy hélo
struktaraval, ahol a minimalis elem az (1/n,...1/n) egyenletes eloszlas, és a
maximalis elem a tiszta eloszlas, vagyis ahol az egyik p; = 1. Tehat Vp-re igaz,

hogy (1/n,...1/n) <p < (0,...,0,1,0,...,0).

Ekkor Schur-konkdvnak neveziink egy fiiggvényt, ha p < q esetén igaz, hogy
H(p) > H(q).

5. Fiiggetlen closzlasokra additiv, ami azt jelenti, hogy ha p;? = p;pj, akkor
H(p'?) = H(p') + H(p?). Az additivitds mogott az a szemlélet van, hogy

fiiggetlen eloszlasok kevertsége osszeadodik.

6. Altalanos eloszlasokra szubadditiv, vagyis H(p'?) < H(p') + H(p?), ahol p} =
> ; pzlf. Az egyenlGség akkor és csak akkor teljesiil, ha fiiggetlenek. Ez azt is
jelenti, hogy a fiiggetlen eloszlédsok kevertsége a legnagyobb, akkor amikor a

marginalisok entropiai megegyeznek.

7. Rekurziv, tehat ha feldaraboljuk r részre az n dimenzids eloszlést, melynek
hossztsaga ki, . . ., k, és Osszegytjtjik ugy, hogy (p1, - .- Dkyy Pkyit1s - - - Phythy - - -)
és ebbdl egy r dimenzios q eloszlast képziink, ahol ¢; = Zf;lp,- és @ =
Zfil Pry+i €s igy tovabb, akkor

H(p) = H(q) + . H (ﬂ,@,...,’ﬁ) ro g H <p’f—+]ﬁ) .
a1 q1 a1 qr dr
Latszik, hogy a p entréopidja nagyobb, mint az Osszegyiijtott q eloszlasok ent-
ropiaja.
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3.2.2. Egy kvantummechanikai allapot entrépidja — Neumann-entrépia

ikai allapot Neumann-entropiajat!s.

9. Definicidé. Egy véges dimenzios p striségmatrizszal jellemzett dllapot Neumann-

c sz

S(p) = —Trplnp = _Z/\iln)‘i = H(\)

mennyiséget, ahol {\;} a p stirdségmdtriz sajatértékei.

Ha tekintiink egy p = >, pi[wi) (1] allapotot tetszéleges diadikus felbontassal,
akkor a p; diszkrét valoszintiségi eloszlasok Shannon-entrépajat konnyen kiszamit-
hatjuk, viszont ez nem lesz egyértelmi egy allapotra, mert a diadikus felbontas sem
egyértelmid. Ha viszont tekintjiik a spektralfelbontasat a p allapotnak, akkor ponto-
san a Neumann-entropiat kapjuk, ami igy egyértelmd egy éallapotra, és kitiintetett
szerepe van. A kiilonboz6 diadikus felbontasokbdl minimalizalassal egyértelmiien

meghatarozhatjuk a Neumann-entropiat, errdl szol a kévetkezd allitas.

2. Allitas. Egy p dllapot kilonbozé p = > pilvi) (Wi diadikus felbontdsdban szerep-
16 konvex kombindcids egyiitthatdinak Shannon-entropidjat minimalizdlja a Neumann-
entropia:

—sz‘lnpz‘ > — ZAZ- InX\; = S(p).

A bizonyitas megtaldlhato a [3]-ben. Erdemes megjegyezni, hogy valéban az élla-
potok kevertségét jellemzi, mert a tiszta allapotokra, amik egy ranguak, nulla, a
maximalisan kevert, identitassal aranyos allapotokra pedig Inn-et ad. A Neumann-

entropia tovabbi néhany tulajdonsaga pedig a kovetkezd:
1. Pozitiv.
2. Konkav.

3. Szubadditiv, ami azt jelenti, hogy S(p12) < S(p1)+ S(p2). Az egyenlSség akkor

és csak akkor igaz, ha az Osszetett rendszer szorzatalaku, vagyis ha p;p =

p1 & pa.

4. Rekurzios tulajdonsdg teljesiil ra a kovetkezd formaban: Amennyiben a p st-

riiségmatrix H Hilbert-tere felbonthaté M kiilonb6z6 ortogonalis altér H =

13116l is bvebb irodalom taldlhato [3]-ben
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@i]‘il ‘H; direkt Osszegére ugy, hogy p = Zf\il pipi, ahol p; az alterek strtiség-
métrixainak identitéssal tenzorszorozva az egész H térre kiterjesztett stirtiség-
matrixai, akkor a Neumann-entropia felirhato:

M

S(p) = H(p1,....,pm) + ZPz‘S(Pi)

i=1
alakban, vagyis egy kvantummechanikai allapot kevertége megegyezik vala-
milyen ortogonalis felbontasban szerepld részéallapotok kevertségeinek konvex

kombinécidjaval és még a felbontas egyiittes kevertségével.

5. Teljestl ra az Araki-Lieb eqyenldtlenség, ami azt jelenti, hogy

1S(p1) = S(p2)| < S(pr2), (5)

vagyis az egyes részrendszerek kevertségének kiilonbsége sosem lehet nagyobb,

mint az egyiittes rendszer kevertsége.

6. Harom részrendszer esetén az erds szubadditivitas is teljesiil ra
S(p123) < S(p12) + S(paz) — S(p2).

3.2.3. Osszefonédas mértéke tiszta allapotokra

Egy altalanos 6sszefonodasi mértéktsl tobb intuitiv tulajdonsag teljesiilését varjuk
el ([3]). Ezek koziil talan a legfontosabb, hogy az 6sszefonodast nem novelheti a rész-
rendszereken végzett lokalis miivelet, kiegészitve a részrendszerek kozotti klasszikus
kommunikacioval. Az ilyen miveleteket LOCC miiveleteknek nevezik, amikrsl ké-
s6bb, a 4.2.3 alfejezetben lesz sz6. Vagyis egy f Osszefonddasi mértéknek LOCC

monotonnak kell lenni:
f(Ap)) < f(p),

ahol p egy tetszéleges allapot és A egy LOCC kvantum-miivelet. Az 1. tétel alapjén
mondhatjuk, hogy egy két részrendszerbdl allo Osszetett rendszer tiszta Osszefono-
dott allapotainak redukalt allapotai biztosan kevertek. Ezek alapjan kézenfekvének
tiinik olyan Gsszefonddasi mértéket bevezetni, amely az egyes részrendszerek kevert-

sége szerint allit fel mértéket!4.

10. Definicié. A tovdbbiakban a HAP) Gsszetett rendszerbeli tiszta [Yag)(ap| dl-

lapot 6sszefonddasinak!® nevezziik az

E(Yap) = —Tr (palogy pa) = =Tr (pplog, pr) = S(pa) = S(pB) (6)

mennyiséget, ahol pa €s pg az A és B rendszerhez tartozo margindlisok.

1A definicio megtalalhato a [6]-ban.
15 Az angolszasz irodalomban "Entanglement" fiiggvénynek nevezik
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Az 6sszefonodas LOCC monoton, ezért ez egy jo Osszefonodasi mértek ([3]). Az

(5) egyenlétlenségbé’l konnyen belathato, hogy a két kiilonb6zd marginélis alapjén

c stz

zonyithato ez az allitas:

3. Allitas. Egy |v) € HAP) = HA) @ HP) tiszta dllapotot jellemzd vektor kifejez-

hetd a
N
=2 VAl @ 1f) (7)

alakban, ahol {|e)}N4 € HW és {|f)1N5 € HP) ortonormdlt bizisok és N <
min{ N4, Np}.

Altalanos alakban egy vektor a

N4 Np

=Y wlen @) (8)

i=1 j=1
formaban irhato fel. Belathato, hogy ilyenkor a marginélisok
pa=(L-¥') lete pp =2 (0" 0) 1AL ()
ij ij
ahol ¥ a 1;; elemekbdl képzett métrix és a csillag jel csak az elemenkeénti komplex
konjugalast jelenti, a 4/\; Schmidt-dekompoziciés egyiitthatok pedig a ¥ métrix
szingularis értékeils. A bizonyitasok megtaldlhatok [3|-ban.

A 3. éllitast felhasznalva a marginélisokra azt kapjuk, hogy

pa = Trp ([¥){(¥]) Zkle@ eil,

(10)
pp = Tra () (1)) ZML (fil.

Tehat a \;-k a marginalisok sajatértékei, igy innen is latszik, hogy S(pa) = S(pp). A
(10) egyenlet alapjan pedig azt kapjuk, hogy > . A\; = 1 és A\; > 0, ami az allapotvek-
tor normalasabol is kovetkezik. Ez azt jelenti, hogy {\;} egy diszkrét valoszintségi

eloszlés.

3.3. Az osszefonddas mértéke két részrendszer esetén
3.3.1. Osszefonédas mértéke két qubit tiszta allapotra

Osszefonodasi mértéket definialhatunk tiszta allapotokra a [6] alapjan ahogy a 10
definicioban is megtettiik. Két qubit esetén az allapottér a C? ® C2. Ilyen specialis

6Egy M matrix szingularis értékei az MM matrix sajatértékeinek gyokei.
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téren a [¢) allapotvektorhoz tartozo ps redukalt strtiségmatrix 2 X 2-es matrix lesz,

és a sajatértékei kifejezhetsk a

A = <1i 1—c2<¢))

N | —

alakban, ahol
C*(¢) = 4det py = 4det pp, (11)

és igaz ra, hogy C(¢) € [0,1]. A C(¢)) mennyiséget konkurrencianak nevezziik.
Definiéljuk a kévetkezs mitiveletet!”, ami N qubit tiszta allapotvektorat szintén

N qubites tiszta allapotvektorba képzi:
o) — o N |¢"),

ahol |¢*) a |¢) komplex konjugéltja és

0 —i
W=y oo |

az egyik Pauli-matrix. Ezt a miiveletet az irodalom "spin flipnek" nevezi, mert tobb
qubit rendszer barmely egy qubit részrendszerén az allapotot jellemz& r Bloch vek-
torbol —r vektort képez. Ehhez hasonléan definialhatjuk egy strtiségmatrixon vett
hatasat is:
p= 0;®N p*afN .
Ezekkel kifejezhetd a konkurrencia a C2(1) = |(4|1)|? alakban, mert két részrendszer
esetén
() = —2dety”,
ahol ¢ a (8) egyenletben definialt matrix. A korabbi (9) egyenlet alapjan azt kapjuk,
hogy:
[(|))]* = 4det ps = 4 det pp = C*(1)).
Felhasznalva az eddigi formulakat, felirhato két qubit tiszta allapotokra az Ossze-

fonodas:

ahol bevezettiink két 1j fliggvényt:

S(C):h(

h(z) = —zlogyx — (1 — x) logy(1 — x).

b

1+\/1—62)
2

Mivel £(C) € [0, 1], konkav és monoton névs, tovabba C € [0, 1], ezért C is hasznél-
hato Osszefonddasi mértéknek. Elemi szamolésokkal belathatod, hogy a szeparabilis

allapotokra 0, és a maximalisan 6sszefonodott |i)~) Bell-allapotra 1.

17A most kovetkezs gondolatok megtalalhatok [6]-ben is.
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3.3.2. Osszefonddas mértéke kevert két qubit allapotokra

Ha mar tiszta allapotokra definidltunk egy tetszéleges f fliggvényt, akkor kézenfek-
vének tiinik egy altalanosan kevert allapotra gy kiterjeszteni ezt, hogy a dekompo-
zici6 alapjan a kiilonboz6 tiszta allapotokat a diszkrét valoszintiségi eloszlassal atla-
goljuk. Mivel ez egy allapotra nem egyértelmii —a dekompozicié nem-egyértelmiisége
miatt— ezért vegylik az Gsszes igy kapott fiiggvényérték minimumat az dsszes lehet-

séges dekompoziciora. Legyen p = >, p;|:) (1], ekkor!®
for(p) :min{Zpif(iﬂi) ‘ P:ZPiWiMW\}a (12)

A definici6 alapjan latszik, hogy for(|)(¥]) = f(10). A specidlis két qubit kevert
allapotok Osszefonddésara kimondhatjuk a kovetkezd allitast, ami a bizonyitasaval

egylitt megtalalhato [6]-ban.
4. Allitas. Eor(p) = E(Cor(p)), ahol
Cor(p) = max {0, AN — - )\ﬁ}
a Wooters-konkurrencia €s {)\f} a \//PP\/p matrix sajdtértékei csokkend sorrend-
ben.

Azért hasznos a kés6bbiekben ez az allitas, mert két qubit esetén minimalizalés
helyett az For mennyiség explicite felirhaté és numerikusan kénnyen szdmolhato.
Ha az Osszefonddéas mértékére vagyunk kivancsiak a korabban emlitett £ fliggvény

tulajdonsagai miatt itt is elég a konkurrenciat vizsgélni.

3.4. Kettdnél tobb részrendszer osszefon6dasa

Altalanos, véges dimenzios N részrendszer esetén a teljes szeparabilitas definicidja

cz 2

11. Definicié. Egy N részrendszerbdl dllo H = HY @ ... HWN) Gsszetett rendszer
esetén teljesen szeparabilisnek hivunk egy p dllapotot, ha felirhato szorzatalakban,

vagy azok konvex kombindciojaként:

N
1 N
p=Y pp .. @,
=1

ahol p™ € D(H®).

18 Az angolszasz irodalomban ezt konvex roof kiterjesztésnek és egy function nevid altalanos
fiiggvény esetén a kiterjesztettét "function of formation"-nek nevezik. Ezért az 6sszefonodas kiter-
jesztettjét "Entanglement of formation"-nek, a hozzatartozé konkurrenciat pedig "Concurrence of

formation"-nek hivjak.
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Ha egy allapot nem teljesen szeparabilis, akkor Osszefonddott, de a kérdés az,
hogy egy ilyen sok részrendszerbdl allo Osszetett rendszer kiillonb6zé részrendszerei

hogyan fon6dhatnak 0ssze egymassal.

3.4.1. Szeparabilitasi osztalyok N részrendszer esetén

A szeparabilitasi osztalyok N részrendszer esetén és harom qubit allapotra megta-
lalhatok [7]-ben.

Az N részrendszert osszuk fel k darab particiora, és nevezziik el ezt a felosztéast
ay = (51,59, ..., Sk)-nak, ahol S,-ek az N részrendszert teljesen lefedd és diszjunkt

részhalmazainak cimkéi.

12. Definicié. Tekintsiink eqy N részrendszerbdl dllo dllapotot. Ekkor oy-szeparé-
bilisnek neveziink eqy dllapotot, ha létezik olyan felirdsa, hogy az oy, particio alapjan

szeparalt allapotok konvex kombindcidjaként dall eld:
peEDY = p=) p®i,p"

ahol p;" a @), Sﬂ?—[(’“) Hilbert térhez tartozo dllapot siriségmdtriza.

Altalanosabban vehetjiik a konvex kombinaciojat a kiilonbozé oy allapotoknak.

13. Definicié. k-szeparibilisnek neveziink egy dllapotot, ha felirhato tetszdleges ay,

particio alapjdn szepardlt dllapotok konvexr kombindcidjaként:

k— )
pEDNT? = p=> pi&h g

Ezek alapjan latszik, hogy a teljesen szeparébilis allapotok a Dy ** osztaly'
elemei lesznek, tovabba mivel a definicié miatt igaz, hogy D% **? > D5 ezert

tekinthetiink az osztalyok rendszerére tigy, mint a szeparabilitds egy hierarchiajara.

Az dsszefonodas hierarchiajat pedig ugy vezethetjiik be, hogy tekintjiik a D5
\DE 5% osztalyt, amit agy neveziink, hogy k-szepardltan Gsszefonddott. Az elne-
vezés tiikrozi a halmaz tulajdonsigat, hiszen k-szeparalhato az allapot, viszont nem
k 4 1-szeparalhat6. Ezen megfontolasok mellett teljesen dsszefonddottnak nevezhet-
jiik a Dy P\ D3 P osztaly elemeit, ahol Dy **? = Dy a teljes allapothalmaz, a
D %*% pedig azon allapotok halamza, amik legalabb két részre szeparalhatok.

k—szep

Erdemes megjegyezni, hogy D% és Dy, is konvex halmazok, tovabba egy

D} **_beli allapot nem feltétleniil lesz valamilyen D* halmaz eleme.

YAz altalunk osztalynak nevezett struktira egy halmaz, nem a matematikai osztaly fogalmat

hangstlyozzuk az elnevezéssel.
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3.4.2. Szeparabilitasi osztalyok harom qubit esetén

Harom qubit esetén a harom Hilbert tér cimkéje A, B és C. Ekkor ay = ABC, g =
A—BC,as =B—CA,as =C— AB,a3 = A— B — C particiok lehetségesek, ahol a
cimkék particidinak tagolasa jelenti a részrendszerek szeparabilitasi tagolasat. Ekkor
a kovetkezs szeparabilitéasi osztalyokat kiilonbozteti meg az irodalom, ahogy a 2. abra

is mutatja:

2. abra. Szeparabilitasi osztalyok altalanos harom qubit allapotra. A permutécidin-

varians allapotok a sziirke részhalmazokban lehetnek.

3. Osztdly: A teljesen szeparébilis allapotok osztalya: Dy **% = DA=5-C

2.2-2.8. Osztdlyok: A most kovetkezs osztalyok megkaphatok D2 és D osztalyok
halmazelméleti miiveletei altal. A 2.2 osztaly a Dg 5\ (Df —CAyDpyAB ),
ami azt jelenti, hogy felirhat6 olyan &llapotok konvex kombinaciojaként, hogy
az els6 részrendszer a tobbitdl szeparalt, és nem irhato fel olyan alakban, ahol
barmelyik masik részrendszer szeparalt lenne a tobbitél. Ezzel analég modon
a 2.3 osztaly a D4\ (D{;"BC U Dg’AB), a 2.4 osztaly pedig a DY~45\
(DY CAUDyPY). A 2.8 osztdly a (D5 PO NDJ A nDYAP)\Dy ¢,
ami ugy is mondhatd, hogy az Osszetett rendszer allapota felirhat6 olyan al-
lapotok konvex kombinéciojaként, hogy az egyik részrendszer szeparalhato a
tobbitdl, viszont nem irhaté fel teljesen szeparabilis allapotok konvex kom-

binciojaként. A 2.5 osztaly a (D579 N DY A9)\D§*#, aminek az elemei
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felirhatok olyan &llapotok konvex kombinacidjaként, amikre igaz, hogy csak
az 1. vagy a 2. részrendszer szeparalhatd a masik kett6tdl, a harmadik viszont
nem. Ugyanigy a 2.6 osztaly a (D?’BC N Dg’AB) \DE=AC ¢ a 2.7 osztaly
pedig a

(,Dg—AB N DSB—CA) \DA-BC,

2.1. Osztdly: A D5~B¢ U DY U D5 nem konvex halmaz. Vegyiik a konvex
burkat, ami a Ds **?. A 2.1 osztalyba pedig azok az allapotok tartoznak, amik
nem elemei egyik D*?-nek sem, viszont a stirtiségmatrixuk felirhaté valamilyen
kiilonb6z6 modon két részrendszerre szeparélt strtiségméatrixok konvex kombi-
naciojaként, vagyis a 2.1 osztély a Dy P\ (D4~ P U DF~“4 U DS 4F), ami

nem ures.

1. Osztdly: A teljesen 6sszefonodott allapotokat pedig, amik egyik eddigi osztélyban
sincsennek benne, soroljuk az 1. osztalyba. Ez az osztaly pedig megyegyezik a

1- 2—
Dy P\D; **" halmazzal.

3.5. Osszefonodasi mértékek harom qubit allapotokra

Lattuk, hogy harom qubit allapotokra kiilonbozd Osszefonddési osztalyok léteznek,
ezért nem egy Osszefonddasi mértéket szeretnénk bevezetni, hanem tobbet, ami jol
jellemzi a kiilonb6z6 részrendszerek egymashoz vald viszonyat.

Ha egy &ltalanos harom qubit allapot valamelyik két részrendszerét tekintjiik,
akkor ezeknek konnyen megnézhetjiik az egymassal vald osszefonddasat, hiszen az
altalanosan két qubit kevert allapot lesz. Erre mar lattuk, hogy a 4. allitasban sze-
repl6 Wooters-konkurrencia jo osszefonodasi mérték. A részrendszer allapotat ugy
kaphatjuk meg, ha elvégziink egy parcidlis nyom miiveletet az egyik részrendsze-
ren. Legyen ez a részrendszer az osszetett H = HW @ HB) @ H(© Hilbert tér
H'O részrendszere. Ekkor megkapjuk a pap = Trep allapotot, ahol p € D(H) az
osszetett rendszer allapota. Jeloljiik ezt a mennyiséget Tap(p) = Cdr(pap)-vel. Mi-
vel haromféleképpen tudunk kivalasztani kettét a harom részrendszer koziil, ezért
harom qubitre ebbdl a mennyiséghdl harom kiilonbo6zé van: 74, Tac €és Tpc.

Megvizsgalva a T4 és T4c mennyiségeket, a [8]-ban talalhatok alapjan kimond-

hat6 a kovetkezd allités.

5. Allitas. Egy |¢) tiszta hdrom qubit dllapotra igaz, hogy

TAB(Y) + Tac () < 4det py, (13)

ahol pa = Trpc|Y) (¥]. Ugyanigy igaz a részrendszerek permutdcidjdra is.
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A két qubit tiszta allapot esetén az Osszefonodéast —a részrendszer kevertségét— a
részrendszer strtiségmatrixanak determinansaval tudtuk jellemezni. Igaz lesz ez ak-
kor is ha egy qubit és tetszGleges masmilyen (véges) dimenzios rendszer Osszetett
rendszerét tekintjik, ekkor is a qubit részrendszer kevertsége (ami megegyezik a
maésik részrendszer kevertségével) fogja jellemezni az 6sszefonddast. Definialjuk ezt

a mennyiséget az alabbi formaban tiszta harom qubit allapotra:

Ta-po(Y) = 4det py.

Ezzel analég moédon definialhatok a 7p_c4 és a To_4p mennyiségek is. Atirva (13)
egyenlGtlenséget, a kovetkezd alakot kapjuk, amit Coffmann-Kundu-Wooters egyen-

l6tlenségnek hivunk tiszta allapotra:

TaB(Y) + Tac(¥) < Ta—pe ()

Ezt szoktak igy mondani, hogy a qubitek dsszefonddasa monogam?’, vagyis ha az A
és B részrendszer teljesen 6ssze van fonva, akkor A B-vel mar nem lehet.

A kérdés az, hogy talalhato-e olyan Osszefonddési mérték, amivel kiegészitve ezt
az egyenlGtlenséget egyenldséget kapunk. [8] alapjan a valasz az, hogy tiszta allapo-
tokra igen, mert ez a mennyiség LOCC monoton, nulla és egy kozotti értékkészlete

van. Errdl szol a kovetkezs allitas:

14. Definici6é. Vezessiik be a kévetkezd mennyiséget eqy tiszta hdrom qubit
11
() =Y > dugeli)])IR)
i=0 j=0
dllapotra:?*

Tapc(¥) = Ta—pe(V) — Tap(¥) — Tac(¥). (14)

6. Allitas. Egy tiszta hdarom qubit |1) dllapotra igaz, hogy

Tapo(¥) = 4| Det(¥)],

ahol Det(v)) = dy — 2dy + 4d3 a Cayley-féle hiperdetermindns és

dv = Yoot + Yoo Y10 + Yoro¥ion + Yioo¥ns
dy = ooot111%011%100 + YoooP111%101 %010+
Yooot111%110%001 + Po11¥100%101 %010+
Yo119100%110%001 + P101%010¢110%001 5
d3 = Yoo 110¥101%011 + V111%001%010¢100-

20 Az angolszasz irodalomban ezt "entanglement monogamy"-nak nevezik.
2L Az angolszasz irodalom a 74 pc mennyiséget "Three-tangle"-nek hivia
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Atrendezve (14) egyenletet, azt kapjuk, hogy

TaB(Y) + Tac(¥) + Tapc(¥) = Ta—pc (). (15)

Konnyen belathatd, hogy a T4pc mennyiség permutacié invarians, tehat el is
hagyhatnank a részrendszer indexeket, de a szemléletesség kedvéért megtartjuk Gket.
A (15) egyenletet ugy interpretalhatjuk, hogy egy tiszta allapot A részrendszerének
a BC' részrendszerrel valo Osszefonodéasa megegyezik az A és B részrendszerének és
az A és C részrendszerének, tovabba az ABC részrendszernek egyiittes 6sszefono-
dasaval.

Kevert allapotokra is kiterjeszthet6k a harom qubit Osszefonodasat jellemzd

mennyiségek. A két részrendszer 6sszefonodasat jellemzs

Ta8(p) = Cop(pan) (16)

fiiggvényt igy definidljuk, hiszen egy kevert allapotnak is ugyan tugy vehetjiik a parci-
alis nyomat, mint egy tisztanak. A 74_pc mennyiség kiterjesztését [8] alapjan, a (12)
egyenlet analogidjara megkaphatjuk az osszes p = Zf\il pili) (1] diadikus felbontas
alapjan vett 74_pc(1)) mennyiség atlaganak minimalizalasabol, ahol a minimalizéalas

a kiilonboz6 diadikus felbontasokra megy:
Ta-pc(p) = min { > pitape (i) ‘ p= ZPH%)WH} (17)

7. Allitas. Egy p hdrom qubit dllapot esetén pontosan akkor igaz, hogy p € Dg"BC

)

ha Ta_gce(p) = 0. Ugyan ez igaz a részrendszerek permutdldsdra.

A bizonyitasa trivialis.
A [8]-ben belattak, hogy kevert allapotokra is igaz a Coffman-Kundu-Wooters

egyenlGtlenség:
8. Allitas. Egy dltaldnos p hdarom qubites dllapotra igaz, hogy
Tap(p) + Tac(p) < Ta—pc(p).

A Taopc mennyiségnek is vehetjiik a (17) egyenlethez hasonlo kiterjesztését:
rasc(p) = min { 3 piranc() | p = piluid il } (18)

Ami kiilonbéség viszont adodik a kevert és tiszta allapotok 7 6sszefonddasi mértékei
kozt az, hogy ezzel a mennyiséggel nem tehets altaldnosan egyenlévé a Coffman-

Kundu-Wooters egyenlGtlenség:

Ta-Bc(p) # TaB(p) + Tac(p) + Tac(p). (19)
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A dolgozatomban kiilonb6z6 kevert harom qubites allapotok 7 6sszefonodasi meér-
tékeit vizsgaltam. Az allapotok kivalasztasanal nagy figyelmet forditottam arra, hogy
az Osszefonddés szempontjabol tipikusan mashogy viselkedGek legyenek. Ezért a ko-
vetkez§ fejezetben egy olyan szempontot mutatunk be, ami alapjan eredményesen

tipizalhatjuk Osszefonddés alapjan az allapotokat.

4. Kvantum miiveletek és SLOCC osztalyok harom
qubites allapotokra

4.1. Kvantum-miiveletek

Eddig csak magukkal a kvantum allapotokkal foglakoztunk, azzal a kérdéssel nem,
hogy az allapotok kozotti atmenet vagy allapotdinamika hogyan valosul meg. Azokat
a tényleges fizikai operacidkat, amik egy kvantummechanikai allapotot szintén alla-
potba visznek, kvantum-miveletnek neveziik??. Nyilt rendszerekre négy csoportra

oszthatjuk a lehetséges kvantum-miiveleteket:

1. Unitér transzformdacio leirhato miveletek. Ezek egy |¢) tiszta allapotot szintén

egy U|v) tisztaba visznek, ahol U unitér operator. Altalanos allapotok esetén
p— UpUT.
Erre példa a zéart rendszer id6fejlgdése.

2. Rendszer kiterjesztés: A kiindulo H Hilbert tér egy allapotdhoz egy mésik
rendszer H @) Hilbert tér? egy allapotat tenzorszorozza hozzé, vagyis ez egy

olyan leképezés ami H — H ® H@) képez tigy, hogy

p = PR Panc-

Ez szemléletesen azt jelenti, hogy az eddig vizsgélt rendszerhez hozzéavessziink

valamilyen segédrendszert, amivel kolcsonhathat.

3. Parcidlis nyommal megkaphatjuk a kornyezettsl levalasztva az érdekelt rend-

szer allapotat. Tehat ez a leképezés H ® HE) — H képez ugy, hogy

p = Trancp,

22 A kvantum.mfiveletekrél bévebben lehet olvasni [3]-ban és [4]-ben
23\ segédrendszert az angolszasz irodalom ancilla rendszernek is szokta nevezni, ami

"szolgalolany"-t jelent.
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ahol a parcialis nyom a masodik részrendszerre megy.

Az eddig felsorolt kvantum-miiveletek altal generdlt kvantum-miveleteket va-
lodi vagy determinisztikus kvantum-mdveleteknek vagy kvantum csatorndknak

hivjuk. Kénnyen belathato, hogy ezek a kvantum-mitveletek 6rzik a nyomot.

4. Szelektiv mérés: Ebbe a csoportba tartoznak a 2.4. fejezetben targyalt mérések.

Ha a determinisztikus mitiveletek mellett a szelektiv mérést is megengedjiik,
akkor kapjuk a Sztochasztikus kvantum-miveleteket, amik viszont altaldnosan

nem nyomtartoak, igy ahhoz, hogy allapotot kapjunk djra kell normélni.

Tekintsiik csak a determinisztikus mitiveleteket. Elgszor induljunk ki egy p alla-
potbol és egy segédrendszerbdl. A segédrendszerrdl feltehetd, hogy tiszta allapotban
van, mert ha nem akkor is egy nagyobb Hilbert-téren "kitisztithato"?* ([4]). Ezt
az egylittes rendszert zart rendszernek tekintve, egy unitér transzforméciot hajtunk
végre, majd az igy kapott rendszernek vessziik a parcialis nyomat a segédrendszerre,
amivel megkapjuk az eredeti rendszer allapotat. Ezt tekintsiik egy altalanos deter-

minisztikus kvantum-mivelet elemi lépésének, ami felirhato
pr— ff = Tt [U (p @ (0] UT] (20)

alakban, ahol |v) (v a H () kezdGallapota és U az unitér transzformacio. Ezek gene-
raljak az 0sszes determinisztikus kvantum-miiveletet. Ezt a reprezentaciot kornyezet:
reprezentdcionak hivjak.
9. Allitas. Egy determinisztikus kvantum-midvelet felirhato
pr— Y ApAl
iel

alakban, ahol A; operdtorok a p dllapot Hilbert-terén hatnak, amikre igaz, hogy
Y il AYA; = I (Ezt a reprezentdciot operator-Gsszeg reprezentécionak hivjdk?®.). A
kérnyezeti reprezentdcio €s az operdtor-osszeq reprezentdcio ekvivalensek eqymdssal.
A bizonyitas megtalalhato [4]-ben.

Sztochasztikus miiveletekre pedig szintén felirhatunk egy operator-osszeg repre-

zentaciot, annyi modositassal, hogy a nyomtartast nem koveteljiik meg.

10. Allitas. Egy dltaldnos kvantum-mivelet felirhaté a
pr—> Z AipAlT
iel

alakban, ahol )., AlA, <T.

24 Az angolszasz irodalomban "purification"-nek nevezik.
5 . s 2 2 2 2 e
25 Az irodalom ezt a reprezentacié Kraus reprezentacionak, az A; operatorokat Kraus-operatornak

is szokta hivni.
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Erre az allitasra masik megkozelités alapjan is eljuthatunk. Ehhez elGszor defi-

nidljuk az statisztikus operatorok kozti, fizikailag relevans leképezést:

15. Definici6. Egy D(H)-n haté ® linedris transzformdcidt, teljesen pozitiv leké-

pezésnek neveziink, ha teljesiti a kévetkezd tulajdonsdgokat:
1. ®(p)' = ®(p") (Hermiticitds orz6),
2. ®(p) > 0 (Pozitiv),

3. ®® 1 > 0 (Teljesen pozitiv, tehdat barmilyen kornyezettel is pozitiv operdtort

pozitiv operdtorba visz),

ahol p statisztikus operdtor.

2. Tétel. Egy leképezés akkor és csak akkor kvantum-miuvelet, ha teljesen pozitiv,
tovdbbd eqy kvantum-miuvelet akkor és csak akkor determinisztikus, ha a teljesen

pozitiv leképezés és nyomtartd, vagyis igaz, hogy Tr®(p) = Trp.

A tétel megtalalhato [3]-ban.

4.2. Kvantum-miiveletek osztalyai két részrendszerre

Egy két részrendszerbdl allo HY @ HP) Gsszetett rendszer kvantum-miveletei a
részrendszereken végzett kvantum-miveletek egymashoz valo viszonya alapjan kii-
16nb6z6 osztalyokba sorolhatok?s. A kovetkezskben bemutatunk négy determinisz-

tikus és egy sztochasztikus kvantum-mivelet osztalyt.

4.2.1. Lokalis miiveletek (LO)

Ha a Ao kvantum-miivelet felirhatdé Ao = A(LAO) ®A(L%) alakban, ahol a A(Lfg miivele-

operatorok, a A(L%) miiveletet pedig
wr Al = Iy 6s Y, BIB; = Ip
(A(LAO) és A(LBO) determinisztikusak), akkor Apo lokdlis mdvelet.

tet operator-Osszeg reprezentacioban az {A;},.;

a {Bj}jeJ operatorok irjak le, és igaz hogy >

Ekkor egy lokalis mitivelet atirhato az

Aro(p) =) > A @ BjpAl © B] (21)

iel jeJ

alakba. A lokalis mtiveletek determinisztikusak és teljesen fliggetlen egymastol.

26 A kvantum-miiveletek osztalyairol egy ésszefoglalo taldlhato [10]-ben
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4.2.2. Lokalis miiveletek egyiranyu klasszikus kommunikaciéval (one-way

LOCC)

Az egyiranyi LOCC miveletek is szeparaltak, de itt megengedjiik, hogy az egyik
részrendszeren elvégzett determinisztikus kvantum-miivelet utan a mésik részrend-
szeren végzett determinisztikus kvantum-miivelet az elsé eredményétdl fiiggjon (ami
egy nem szelektiv mérés eredménye). Ez klasszikus kommunikaciot jelent, mert a
mérés eredménye klasszikus informéciot hordoz. Az egyiranya LOCC miiveleteket

kovetkezdképpen formalizalhatjuk ki:

AMToee(p) = Z ALY (Ai ® InppAl @ IB) = Z Z A; ® ByjpAl & ng, (22)
iel i€l jeJ;
ahol >, ATA; = 1, ¢ > e, BLBZ-]- = Ip, Vi-re. Ezek a kvantum-miveletek is
deteminisztikusak. Tipikus példa az egyirdanyi LOCC miiveletre a kvantum telepor-
talas.
Hasonléan 1étezik a masik iranyba torténé klasszikus kommunikéciora is egyiré-
nya LOCC mtvelet

4.2.3. Lokalis miiveletek kétiranyu klasszikus kommunikacioval (LOCC)

Ebbe az osztilyba azok a determinisztikus kvantum-mitveletek tartoznak, amik els-
allnak kiilonboz6 iranyu klasszikus kommunikaciot tartalmazé miiveletek egymés-
utanjaként. Ezeknek a miiveleteknek a formalis alakja tul bonyolult, ezért mell6zziik

a bemutatésat.

4.2.4. Szeparabilis miiveletek (SO)

Azokat a determinisztikus kvantum-mitveleteket, amiknek az operator-Gsszeg repre-

T,

teknek nevezziik:
Aso(p) = Z A; @ BipAl @ B,
iel
ahol 3°,., 4; ® BAl @ Bl = I, ® Ip.

Az LO miiveletek egyben LOCC miiveletek is, ha gy tekintiink az LO mitive-
letekre, hogy olyan klasszikus kommunikacié valésul meg, ami nem befolyasolja a
miveletet. Ezt ugy tehetjiik meg, hogy a (22) egyenletben szerepl6 B;; matrixokat
atindexeljiik ugy, hogy B;; = B;, Vi-re. Nyilvan a két iranyt klasszikus kommuni-
kaciot is megengedd lokélis miiveletek specidlis esetként tartalmazzak az egyiranyt
LOCC-ot. Belathato, hogy az SO miiveletek tartalmazzék a LOCC-ot.
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4.2.5. Ekvivalencia osztalyok tiszta allapotokra a LOCC miivelet alapjan

A [12] alapjan két részrendszerbdl allo rendszer [1), |¢) tiszta allapotaira igaz, hogy
akkor és csak akkor lehet atjutni a LOCC miivelettel |¢)-bdl |¢)-be, ha a |¢) vek-
torhoz tartozé Schmidt-egyiitthatok majoraljak?” a |¢) vektorhoz tartozokat:

¥

Ez azt jelenti, hogy a részrendszereket a LOCC miivelet tisztitja, vagyis az entropia

Locc
) =) = Ny = N

alapjan az egyiittes rendszert szeparalja.

Mivel ez alapjan léteznek olyan tiszta allapotok, amik LOCC miivelettel nem
vihetSk at egymasba, ezért van értelme definialni egy ekvivalencia relaciot a tiszta
allapotok terén. Legyen két allapot rege ekvivalens, ha atviheték egymasba LOCC
miivelettel. Mivel a majoralas a permutacio erejéig egy részben rendezés, ezért igaz

a kovetkez§ allitas:

11. Allitas. Két részrendszerbl dllo sszetett rendszer |1b) és |@) dllapota esetén

1)) Loge |@) akkor és csak akkor, ha a Schmidt egyitthatok halmaza megegyezik:

()= )

Mivel a Schimdt-egyiitthatok a redukalt allapotok sajatértékei, ezért a részrend-
szereken hatoé unitér transzformaciokra invaridnsak. Igaz az n részrendszerre vald

altalanositas is.

12. Allitas. Legyen |) és |¢) két n részrendszerbil dllé dsszetett rendszer dllapo-
tai. Ekkor a LOCC mdveletek kiterjeszthetdk n részrendszer esetére is, és igaz, hogy
) HE

vagyis léteznek olyan {U;}._, unitér mdtrizok, hogy |¢') = U1 @ ... @ U,|{').

|¢) akkor és csak akkor, ha lokdlisan unitér invariansak az dllapotok,

A LOCC ekvivalencia osztalyok végtelen sokan vannak, mert egy jellemz§ para-
méteriik a (6) egyenletben definialt dsszefonodas, ami szintén lokalisan unitér inva-

ridns, ezért kiillonboz6 LOCC ekvivalencia osztalyokra kiilonb6z6 értéket vesz fel.

4.2.6. A SLOCC miiveletek osztalya és a tiszta allapotok SLOCC ekvi-

valencia osztalyai

16. Definici6. Kevert dllapotokra a Sztochasztikus LOCC (SLOCC)?® miweletek
olyan LOCC mdwveletek, ahol a részrendszereken végzett miveletek kozt van szelektiv

meérés is. Fzek nyomcsokkentdek.

2T A majoralas definicioja megtalalhato a 3.2.1. alfejezetben.
28 Az ebben a alfejezetben targyalt vazlat megtalalhato a [10]-ben is.
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13. Allitas. Legyenek |1)) és |p) egy n részrendszerbdl dllé rendszer tiszta dllapotai.
Ekkor ) dtviheté SLOCC mduvelettel |p)-be, ha |1)) dtvihetd LOCC mdvelettel egy
olyan kevert dllapotba, ami nem nulla konvex kombindcios egyiitthatoval tartalmazza
a |@) dllapotot.

Belathato, hogy ha [¢) atvihats SLOCC-cal |¢)-be, akkor ez visszafelé is igaz.
Bevezethetiink egy 1j sLRec
potot SLOCC' ekvivalensnek, ha az egyik atvihaté a méasikba SLOCC miivelettel.

Ez alapjan beszélhetiink SLOCC' ekvivalencia osztalyokrol.

ekvivalencia relaciot, ami akkor tekint két tiszta alla-

14. Allitas. Legyenek 1) és |¢) egy n részrendszerbdl dllé rendszer dllapotai. Ek-
kor igaz, hogy pontosan azok az dllapotok SLOCC' ekvivalensek, amik egy normdald-
st faktortol eltekintve lokdlisan invaridnsak az eqy determindnsd linedris csoportra

(SH)), vagyis igaz, hogy

S1® 5 ®...Q 5,|0)

¥) = 151 ® S ®...@ Sulo)||’

ahol S; € SI(H?).

Két qubit esetén két SLOCC ekvivalencia osztaly van, a szeparalhatok és az
osszefonddottak. Minden ekvivalencia osztélybol valaszthatunk egy reprezentanst.
A szeparalhatok koziil ilyen példaul a |00), az 6sszefonddottak kozil pedig valamelyik
Bell-allapot, példaul a |¢T) = \/Li(|00> + [11)).

Héarom qubit esetén hat ekvivalencia osztély van?”. Az elsS a szeparabilisek oszta-
lya, a kovetkez6 harom osztély a biszeparabilisek osztélya (amik két részremdszerre
szeparalhatok), a maradék két osztéaly pedig két nem szeparalhatoé osztaly. Az osz-

talyok reprezentansai a kovetkezdok:
1. |00) (Szeparabilisek osztélya)

2. |000) + |110)) (C-AB biszeparabilisek osztalya)

1
7
3. \/Li (|000) + |101)) (B-CA biszeparabilisek osztalya)

4. \/Li (|000) + |011)) (A-BC biszeparabilisek osztalya)

W) = -1 (]001) + [010) 4 |100)) (A |W) &llapot osztélya)

D. 7

6. |GHZ) = \/ié (1000) + [111)) (A Greenberger-Horne-Zeilinger allapot osztéalya)

P Harom qubit SLOCC ekvivalencia osztalyairol béveben olsvashatunk [13]-ban.
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A 2.3..4. osztalyokban talalhaté allapotok azért biszeparabilisek, mert kiemelhetd
a |¢T) allapot, ami két részrendszerre dsszefonodott.

A 7 6sszefonddasi mértékekre ezen osztalyok esetén igazak az alabbiak:

TA-BC | TB—CA | TC-AB | TABC
A-B-C 0 0 0 0
A-BC 0 #0 #0
B-CA #0 0 #0
C-AB #0 # 0 0
W #0 #0 #0
GHZ #0 #0 #0 #0

Az 6sszefonodas szempontjabol kitlintetett szerepet kap az, hogy kiilonbséget

ol oo | O

tegyiink a GHZ és a W osztalybeli tiszta allapotok kozt, ezért a dolgozatomban
nagy hangsulyt helyeztem arra, hogy a |W) és a |GHZ) allapotokat vizsgaljam,
mint az osztalyok reprezentansait. Valaszthattam volna egyéb reprezentansokat, de
az irodalom ezekkel az allapotokkal tobbet foglalkozott, és ezért alkalmam nyilik
néhény korabbi eredménnyel 0sszevetni a szamolasaim.

A kevert allapotok osztalyozasat a [14|-ban adtak meg. Ehhez az allapotok 3.4.2.
fejezetben megadott k-szeparalhato és ay-szeparalhato részhalmazai mellé harom
qubit esetén definidljuk még a DY halmazt, mely a 2-szeparalhato és a W osztalyba
tartozo tiszta allapotok konvex burka. Az Gsszes allapot halmazat analég moédon

DSHZ nak jeloljiik. Ekkor igaz az alabbi tartalmazés:

,Dg—szep C Dg—szep C D;:V C D:?HZ = Dg

Ekkor a kevert harom qubit allapotok esetén ezek az osztélyok invariansak lesznek

lok4lis invertalhat6 transzforméaciokra.

15. Allitas. Egy p hdarom qubites dllapot pontosan akkor p € DY , ha Tapc(p) = 0.

5. Harom qubites Allapotok o0sszefon6dasanak nume-

rikus vizsgalata

5.1. A LibCreme programcsomag hasznalata és kiegészitései

Lattuk, hogy a korabban altaldnos harom qubitre definialt®® 745,74_pc és Tanc

mennyiségek jo Osszefonddasi mértékek, ezért ezeket a mennyiségeket szamoltam ki

30a (16),(17) és (18) egyenletekben definidlt mennyiségek
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a teljes allapottér egy konvex két dimenzids szelete. A konvex kombinacié a ha-
rom paraméteren add egy kényszert, igy egy ilyen altalanosan kevert allapot két
paraméterrel jellemezhets. Ezen a kétdimenzioés paramétertéren abrézoltam a sza-
molt mértékeket tgy, hogy a sik két Descartes-koordinataja a két paraméter. Igy az
értelmezési tartomany egy haromszog a konvex kombinéciés kényszer miatt.

A T4_pc és Tapc mennyiségeket konvex-roof kiterjesztéssel definidltuk (12), és
ezek kiszamolésahoz a Matlab programot hasznaltam kiegészitve LibCreme prog-
ramcsomaggal ([9]).

A LibCreme programcsomag tugy miikodik, hogy konjugalt gradiens modszerrel
minimalizal a kiilonb6zé diadikus felbontasokra, amit iteracioval végez addig, amig
a felbontas, vagy a fliggvény érték, vagy a fiiggvény érték gradiense nem valtozik egy
hataron til. Ezt a hatart nevezem tolerancia szintnek. Ez esetben a program tugy
tekinti, hogy az iteracié bekonvergélt egy pontra, és az igy kapott fliggvényértékkel
tér vissza. Ha az iteracié meghalad egy kezdetben beallitott szamot, akkor a program
visszatér azzal, hogy nem sikeriilt a minimalizélas hatarértékét megtalalnia. Még egy
lehetséges visszatérési mod van, ha a konjugélt gradiens modszer nem tudott tovabbi
haladast elérni, annak ellenére, hogy nem konvergélt. Ekkor egy hibas értékkel tér
vissza.

A LibCreme program készitéi a 74pc mennyiségen tesztelték a programecsoma-
got, igy ez a mennyiség mar le volt programozva, viszont 6k csak két rangu allapotra
tesztelték. Az altalam vizsgélt allapotok viszont akir nyolc ranguak is voltak, ezért
némi modositasra szorult a programcsomag. Meg kellett novelni az iteraci6é szamat,
mert egyes pontoknél sokkal lassabban konvergalt. Az iteracional a strtiségmaéatrix
egy kezdd diadikus felbontasboél indultunk ki, amit 27 szorasu és 0 varhatd érté-
ki normaélis eloszlas altal generalt pszeudo-véletlen szamok definialtak. Elgfordult,
hogy lokélis minimumot talalt globalis minimum helyett. Ekkor a véletlen kezdést
kihasznélva, azonos pontokon, kiilonbozé szamolasokra elfordult, hogy mas ered-
ményt kaptam. Ezért minden pontot négyszer, esetekben nyolcszor szamoltam ki, és
a kiilonbozs fliggvényértékeknek vettem a minimumét.

A 10~8-nal kisebb fiiggvényértékeket nullanak tekintettem, és leallitottam az ite-
raciot. Az iteracioé tolerancia szintjét is lecsokkentettem a véges gépidé miatt, mert
a szamolasokat a sajat gépemen végeztem, és némelyik mennyiséget a teljes para-
métertéren tobb mint egy napig szamolta.

Mivel néhény allapotnal sokkal nagyobb valdszintiséggel jott eld olyan eset, ahol
az iteralas sikertelen volt, ezért ilyenkor a minimalizalast Gjrakezdtem maximum

annyiszor, amit egy altalam meghatarozott (tipikusan 6) fels§ korlat szabott meg.
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Ez az djrakezdés a korabban emlitett globalis minimum keresésétsl fliggetlen volt.

Elsfordult, hogy a fiiggvény értéke az iterdlas soran értelmezhetetlen lett, amit
a Matlab NaN-nak jelolt (Not-A-Number, ami tipikusan nullaval valo osztésnal for-
dul elg). Ilyenkor leallitottam az iterdlast, és ujrakezdtem, mert az iteracio tovabbi
haladast mat nem tud ilyenkor elérni.

A 74p tipust mennyiségeknél nem volt sziikség konvex-roof kiterjesztésre, igy
azokat a LibCreme programcsomag nélkiil programoztam le és szamoltam ki. A
Ta_pc tipust mennyiségeknél sziikség volt a parcidlis nyom elvégzésére, amit egzak-
tul szamoltam ki. Egy |¢) = 311_, Z}:o Yijkl)|g) k) tiszta allapot esetén

Ta—pc () = 4det py =

= (Wooo\2 + [%o01|* + |or0l” + \¢011|2) (\77/)100|2 + Y101 % + |[¥110]® + |¢111|2) -
(Y000%T00 + Yoo1¥1o1 + Yo10¥i10 + Yo119511) (Yo00P100 + Yoo 101 + Yo10%i10 + Yor11¥111)

Sziikség volt még a T4_pc gradiensére, ami a Rewjj, és Imi;j, valtozok szerinti
derivalasbol all. Ezt szintén egzaktul szamoltam ki. A 7p_ca és Tc_ap mértékekre
hasonléan jartam el.

Készitettem egy Osszefoglaloé programot, ami bemend paraméterként megkapja a
harom allapotot, aminek veszi a konvex kombinacioit, és szintén bemend paraméter-
ként kapja azt az értéket, hogy milyen stri legyen a felosztasa a paramétertérnek,

ahol mintavételez.

5.2. Az sziamolasi eredmények és interpretacioi

Ot kiilonb6z6 modon kevertem dssze allapotokat és szamoltam ki az 6sszefonodéasa-
ikat.

5.2.1. A |GHZ), |W) és I/8 allapotok keverése

Ahogy mér emlitettiik a GHZ és W allapotok két kiilonb6z6 SLOCC osztalybol
szarmazo6 allapotok, igy két kiilonboz6 tipusi Osszefonddéssal rendelkeznek. Az Sket

jellemz6 mértékek:

TAB | TA-BC | TABC
1 1

8
5 0

IGHZ)
W)

o | O

A |GHZ) és |W) allapotok konvex keverését expliciten kiszamoltak [11]-ben. En

az I/8 maximalisan kevert?!, teljesen szeparébilis allapottal kevertem a |GHZ) és

31 Az identitassal aranyos allapotot fehér zajnak is szoktak nevezni.
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|W) allapotokat. Mivel barmilyen keverés mellett a részrendszerek permutéaciojara
invarians az allapot, ezért elég csak a Tap-t, Ta_pc-t és Tapco-t kiszamolni. A 3.
abran lathato a szamolt 745 mennyiség®?. Csak a |[W) allapot kizelében nem nulla,
a |GHZ) és az 1/8 allapotok kozelében nulla.

A 74_pc mennyiség a 4. abran lathato. Igaz, hogy az A részrendszer mind a [W),
mind a |GHZ) allapotoknal 6ssze van fonodva a méasik kettével, és a permutécidin-
variancia miatt ugyanez igaz a masik két részrendszerre is. Ott nulla ez az érték,
ahol az I/8 &allapot "dominal" a maésik kett6hoz képest. Ahol g + w = 1, vagyis
az I/8 &llapot konvex kombinacios egytitthatoja nulla, kis numerikus eltérésektdl
eltekintve visszakapjuk a [11]-ben kozolt értéket. Az a tartomény, ahol 74_pc nul-
la, koriilbeliil egy 0 < g < 0,2 és 0 < w < 0,2 négyzet alaku tartomany. Tehat
ez a tartomény a permutaciéinvariancia miatt mondhatjuk, hogy a 3.4.2. alfejezet-
ben targyalt osztalyok koziil vagy a 3. vagy a 2.8. osztalyban taladlhato, vagyis a
D38 N DI N D48 1része, mivel itt minden 7 Ssszefonodasuk nulla. Azon a
tartomanyon pedig, ahol 74_pgc nem nulla, ott 2.1 vagy 1. osztélybeli allapotokat
kapunk.

A harmadik jellemz6 6sszefonddéasi mérték a 74pc, ami az 5. abran lathato. Jol
latszik, hogy csak a |[GHZ) allapot koriil lesz nem nulla, és a g paraméterrel szigorian
monoton né. Tehat ahol nem nulla a 74pc, ott DFTZ\DY halmazbeli allapotokat
kapunk. Ha tekintjiik a két szélsGséges paraméterezést, amikor csak a |[W) és |GHZ),
vagy csak az I /8 és |GHZ) allapotok keverékét vessziik, akkor azt vessziik észre, hogy
a |[W) allapottal alacsonyabb g paraméter értéknél lesz a 74pc nem nulla. Tehéat nem
csupan az szamit, hogy mennyi a |GHZ) allapot konvex kombinacios egytitthatoja,
hanem az is, hogy milyen mas allapotok vannak mellette, még akkor is ha ennek a
mésik allapotnak a 74pc mennyisége nulla. Itt is visszakapjuk g + w = 1 esetnél
a [11]-ben kozolt értéket.

Erdekes kérdés lehet még megvizsgalni a (19) egyenl6tlenséget kevert allapotra.
A 6. abran lathaté a 74_cp — Tap — Tac — Tapc mennyiség a g és w paraméterek
fiiggvényében. Jol lathato, hogy a 6. abra sehol se negativ és a korabban megallapi-
tott Dy PCNDE~ANDSAE résztartomanyan kiviil csak a tiszta |GHZ) allapotnal
nulla. Ez azt jelenti, hogy méas mennyiségek is kozrejatszanak az A részrendszer a
mésik kettével vett Osszefonddasa sordan, amit még kevert allapotokra nem sikertilt
megtalalni. Fontos kritérium lenne olyan mennyiségekkel kifejezni 74_pc-t, amik

szintén LOC'C monotonok és létezik fizikai jelentésiik.

32 Az abrak a fiiggelékben talalhatok.

35



5.2.2. A (|011) + |101) + [110))/+/3, |W) és |GHZ) allapotok keverése

Legyen |v) = \/Lg(|011> +1101) 4 |110)), ami lokalisan unitér transzformaciokkal at-
transzformalhato |[W)-be. Ekkor a 12. allitas miatt ugyanabba a LOCC ekvivalencia
osztalyba tartoznak, igy a 7 Osszefonddasi mértékeik ugyanazok. A kovetkezSkben
kiszdmoltam a 7 Osszefonddéasi mértékeket ennek a harom allapotnak keverésére.
Mivel ez az allapot is permutacio invarians, ezért itt is elég a Tap, TA_Bc és Tapc
mennyiségekkel foglalkozni.

A 7. abran lathato a 745 mennyiség. Léatszik a két paraméter szerinti szimmet-
rikusséag és az, hogy a |GHZ) allapot kérnyezetében nulla a 745.

A 8. abran a 74_pc mennyiség lathato. Itt is jol latszik a szimmetrikussag, to-
vabba sehol se ttinik el a 74_pc mennyiség, ami azt jelenti, hogy ezek DSTZ\DY
vagy DY\D; ¥ halmazbeli, vagy a 2.1 osztalybeli allapotok, attol fiiggden, hogy
Tagc hol nulla. Ez a mennyiség a 9. abran talalhato. Ahol 7450 = 0, ott az allapot
vagy DY \D3 %% halmazbeli, vagy a 2.1 osztalybeli, ahol pedig T4pc # 0, azok az
allapotok biztos, hogy DH#Z\ DY halmazbeliek.

5.2.3. A |GHZ), |W) és |0)]yp~) allapotok keverése

A |0)|¢~) egy A — BC' szeparalhato allapot, ahol |17) a (4) egyenletben definialt
Bell-allapot, ami a két részrendszerében maximaélisan Osszefonodott. A részrendsze-
rek nem mind permutaci6 invaridnsak, csak a B és C' részrendszerek strtiségméatrix
reprezentacioban, hiszen a |0)[¢)~) vektor egy —1-es fazist vesz fel a B és C rész-
rendszerek felcserélése esetén. A 10. abran lathatd a 74_pc, a 11. abréan pedig a
To— ap mennyiség. Ezen abrak alapjan mondhatjuk, hogy egyediil a ¢ =0 és w = 0
pontban biszeparalhatd az egyik rendszer esetén a vizsgalt kétparaméteres allapot,
vagyis ez része a 2.2 osztalynak. Ez a tiszta |0)]1)7) allapot. A t6bbi értéknél vagy a
2.1 osztaly része, vagy pedig az 1. osztaly része, amin beliil, még lehet a DY osztély

része is, attol fliggden, hogy 74pc —amit a 12. abran lathatunk— hol nulla és hol nem.

5.2.4. A [04)|05c)s 108)0E4) és [0c)|dh ) Allapotok keverése

Tekintsiik a [¢T) Bell-dllapot és a |0) allapot permutacioit. Az igy megadott harom
vektor altalanos keverés mellett nem permutécidinvarians, de az egyenletes keverés-
nél igen. Ezek az allapotok definicié szerint D3 *** halmaz részei, tehat igaz rajuk,
hogy a T74pc mennyiség nulla. A 13. dbra mutatja a 74_pc, a 14. dbra mutatja a
Te_ca ¢s a 15. dbra mutatja a 7¢_sp mennyiséget. Az abrék alapjan azt mond-
hatjuk, hogy a keverésiink konvex halmazainak az extremalis pontjai természetesen

biszeparalhatok, de az Gsszes tobbi pontja a 2.1 osztalyban van, mert se 74_pgc, se
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TB_ca, se To—ap nem nulla, és definicio szerint D3~ **% részei.

5.2.5. A |GHZ), |W) és B allapotok keverése

Legyen B a |04)|¢L50), [05)|054) és [0c)|ohp) allapotok egyenletes keverése, ahol
mindegyiket % konvex kombinacios egyiithatoval tekintjiik. Latszik, hogy B allapot
permutécioinvarians, ezért T7a_pco(B) = Ts_ca(B) = Tc—ap(B). Utoljara ezt az al-
lapotot kevertem a |GHZ) és |W) allapotokkal, ami igy barmilyen keverés mellett
permutacio invarians, vagyis elég csak a Tapc, Ta_pc €és Tap mennyiségeket vizsgal-
ni. A 16. abran lathaté a 74 gc mennyiség. Ez sehol sem nulla, ami azt jelenti, hogy
az allapot vagy a 2.1 vagy az 1. osztalyban van. Az 1. osztalyon beliil pedig itt is,

hogy DY osztély része-e, a T4pc mennyiség donti el, ami a 17. dbran lathato.

6. Végszo

A dolgozatban bemutatott elméleti hattér —igy, mint az 6sszefonodasi mértékek, és
az allapotok osztalyozasa— és a partikularis szamitésok szépen illusztraljak, hogy egy
olyan "egyszert" kvantummechanikai rendszer, mint a hdrom qubites is az Gsszefo-
nodas meglepden tag és szines vonatkozasaival rendelkezik .

Tovabbiakban lehetne még foglalkozni az altalam bemutatott kétparaméteres al-
lapot szeparabilitéasi csaladok osztalyba tartozasanak pontositaséaval, hiszen azok az
osszefonodasi mértékek —amiket szamoltam— nem mindenhol egyértelmitsitették ezt.
Masik kutatasi irany lehetne az irodalombdl ismert szeparabilitasi kritériumok alkal-
mazésaval vizsgalni ezeknek az allapotoknak a kiilonb6z6 szeparabilitasi osztalyait.

Erdekes és joval nehezebb kérdés, hogy létezik-e kevert allapotok kiilonboz6 rész-
rendszereinek Osszefonddasat jellemz§ 6sszefonddasi mértékei kozt fennalld Gsszefiig-
gés, vagy fliggetlenek egymastol. A dolgozatomban mutattam példat arra, hogy ke-
vert allapotok esetén a 7 Osszefonddési mértékek kozt nincs olyan egyenl@ség, mint
a tiszta allapotok esetén.

Koszonetet szeretnék mondani Szalay Szilardnak a dolgozat elkészitésében valo

segitségéért.
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A. Fuggelék

A.1. Az 1. tétel bizonyitasa

Legyen I' = p15 — p1 ® po. Latszik, hogy Trl' = 0, TriI" = 0q, Trol' = 04 és It =r.
Legyen p; = |p)(p| tiszta allapotban, ekkor pja = |©){p| ® po + ' > 0. Ekkor
Vo, € HW, {(p|p.) = 0-ra és Vi € HP-re igaz, hogy

(o1 ®@Y|p12(pr @) = (wrle){pler) (Wlp2) +(pL @ YT (L ®Y)) =

= (p1 @Y[T'(pL ®@Y)) > 0.
Tekintsiik {e;} € HY és {f;} € H? ortonormalt bazisokat. Ekkor

0= (p1|01p1) = (p1|Trol'py) = Z@OL ® fiIT(pL ® f5))-

J

Mivel (p1 @ f5[T(p1L @ f;)) 20, V[, ezert (p1 @ [T (1 @) = 0, V.

0 = (]021)) = (YTriTY) = Y (e; @ P|T(e; @ ).

7

Kihasznalva, hogy a ¢ altal kifeszitett altér komplementerére eltiinik a skalarszorzat

tag, azt kapjuk, hogy

(p@Y|D(p@ 1)) =0, Vip € HP.

Mivel I' 6nadjungalt és Osszes sajatértéke nulla, ezért a spektralfelbontasabol latszik,

hogy I' = 0. Ezzel az allitast bizonyitottuk.
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Taua_bc
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NS
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4. dbra. A T4_pc mennyiség a g és w paraméter fiiggvényében, ahol g a |GHZ), w

pedig a |W) allapot konvex kombinécios egyiitthatoja és a harmadik allapot pedig
az I/8.
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three—-tangle
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A.2.2. A (|011) + |101) +]110))/+/3, |W) és |GHZ) allapotok keverése

Tauab

0.5

0.4

0.3

7. abra. A T4p mennyiség a g és w paraméter fliggvényében, ahol g a |v), w pedig a

|W) allapot konvex kombinécios egyiitthatoja és a harmadik allapot pedig a |GHZ).

45



Taua_bc

8. abra. A 74_pc mennyiség a g és w paraméter fliggvényében, ahol g a |v), w pedig a

|W) allapot konvex kombinécios egyiitthatoja és a harmadik allapot pedig a |GHZ).
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three-tangle
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9. abra. A T4pc mennyis

|W) allapot konvex kombinécios egyiitthatoja és a harmadik allapot pedig a |[GHZ).
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A.2.3. A |GHZ), |W) és |0)|yp~) allapotok keverése

Ta

ua—bc

0.4

0.2

10. dbra. A 74_pc mennyiség a g és w paraméter fliggvényében, ahol g a |GHZ), w
pedig a |W) allapot konvex kombinécios egyiitthatoja és a harmadik allapot pedig
a |0)[¢7).
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Tauc_ab

11. dbra. A 7¢_4p mennyiség a g és w paraméter fliggvényében, ahol g a |GHZ), w
pedig a |W) allapot konvex kombinécios egyiitthatoja és a harmadik allapot pedig
a |0)[¢7).
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three—tangle
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12. abra. A Tppc mennyis
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A.2.4. A |04)|05c), [0B)|0E4) és |0c)| @) allapotok keverése

Taua_bc

13. abra. A T4_pc mennyiség a g és w paraméter fliggvényében, ahol g a [04)|0 %),
w pedig a |0p)|¢¢ 4) dllapot konvex kombinécios egyiitthatoja és a harmadik allapot
pedig a [0c)[d}p)-

o1



Tan—ca

14. abra. A Tp_c4 mennyiség a g és w paraméter fliggvényében, ahol g a [04)|¢ %),
w pedig a |0p)|¢g 4) allapot konvex kombinécios egyiitthatoja és a harmadik allapot
pedig a |OC>|¢ZB>'
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Tauc_ab

15. abra. A 7c_ap mennyiség a g és w paraméter fliggvényében, ahol g a |04)|0 %),
w pedig a |0p)|¢g 4) allapot konvex kombinécios egyiitthatoja és a harmadik allapot
pedig a |OC>|¢ZB>'
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A.2.5. A |GHZ), |W) és B allapotok keverése

Taua_bC
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16. dbra. A 74_pc mennyiség a g és w paraméter fliggvényében, ahol g a |GHZ), w
pedig a |W) allapot konvex kombinécios egyiitthatoja és a harmadik allapot pedig
a B.
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three—tangle

17. abra. A Topc mennyiség a g és w paraméter fiiggvényében, ahol g a |GHZ), w
pedig a |W) allapot konvex kombinécios egyiitthatoja és a harmadik allapot pedig
a B.
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