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Kivonat

Az erésen korrelalt rendszerek és kondenzalt anyagok kutatasi teriiletén
jol ismert Haldane-fazis a 2016-os év soran kiemelt figyelmet kapott a to-
pologikus fazisok téméjaban kiadott fizikai Nobel-dijnak készonhetSen. Az
agynevezett bilinearis-bikvadratikus modell az egyik legalapvetébb modell,
mely a Haldane-fazis tulajdonsagait visszaadja a fazistér egy specialis pont-
jaban, ami a szakirodalomban Affleck—Kennedy—Lieb—Tasaki-modellként is-
mert. E modell megoldésa egyben a legegyszertibb a méatrixszorzat-allapotok
(MPS) kozott, melyek az ugynevezett stirtiségmatrixos renormalasicsoport-
algoritmus (DMRG-algoritmus) altal kaphaté megoldasok struktirai. A spi-
nek kozotti parkorrelaciok és partsszefondodas alapvets eszkozok az ilyen
modellek vizsgalatanél, azonban a valodi tobbrész-korreléciés tulajdonségok
eddig kiaknazatlan lehetdségeket kinalnak.

TDK-munkdmban a bilinearis-bikvadratikus-, és a J1—J2 Heisenberg-mo-
dellben vizsgalom a tobbrészrendszer-korrelaciokat és 6sszefonddottsagot ana
litikus és numerikus (DMRG, MPS) moédszerekkel. A fazistér kiilonbozs
pontjaiban (kritikus-, dimerizalt- és Haldane-fazisok) meghatarozom a kii-
16nb6z6 sokrész-korrelacidk lecsengését.
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1. Bevezetés

A fémek vezetési tulajdonsagai kvantitativen elGszor a naiv, &m meglepGen si-
keres Drude-modellen keresztiil érheték meg. A kvantummechanika kibontakozasa
soran azonban nyilvanvalova valt, hogy az iontoérzsekkel olykor-olykor 0sszeiitkozd
vezetési elektronok klasszikus képe tovabb nem tarthat6. Sommerfeld munkassa-
ga soran kideriilt, hogy a Fermi-Dirac-statisztikinak engedelmeskedd elektronok
idealis gazat leir6 modell jol visszaadja a legegyszertibb fémek fajhéjét és szuszcep-
tibilitasat. Am példaul a magneses tulajdonsagok, szupravezetés leirasahoz a nagy
szémban jelen 1év6 elektronok kozti kdlesonhatés nem keriilheté meg, s6t az erdsen
korreldlt rendszerek vizsgalata soran a szokvanyos kozelits eljarasok nem alkalmaz-
hatok. Ezek a problémék az elmult évtizedekben 1j matematikai és numerikus
eljarasok kidolgozasat idézték els [1], melyekben fontos szerepet kapott a kvan-
tumrendszerekben megjelend kiilonleges korrelaciotipus, az dsszefonodas (2, 3).

A modern szilardtest-fizika f6 célja a kdlcsonhato spin- és elektronrendszerek
viselkedésének leirdsa, a kolcsonhatésok mibenlétének feltérképezése. Ennek soran
igyeksziink megalkotni a lehet§ legegyszertibb, legkevesebb paramétert tartalmazo
modellt, figyelembe véve a kisérleti és elméleti eredményeket, valamint a paramé-
terek hangolasaval joslatot tenni eddig meg nem figyelt tulajdonségokra.

1.1. Spinmodellek

A szilard testek mégneses tulajdonsigainak megértésére a legegyszertibb le-
irast a Heisenberg-modell szolgéltatja. Ennek targyaldsa soran a rendszert felépitd
atomok és molekulak belsé szerkezetétdl eltekintiink, a racspontokon elhelyezkedd
spinek kozti kicserélédési kolesonhatast egy J csatolasi egyiitthatoval jellemez-
ziikk. Ha csak az (i, j) els6 szomszédok kozti kolesonhatéast vessziik figyelembe, a
Hamilton-operator a

(6,3)
alakban frhato, ahol S; = (S¥,S?, S?) az i-edik racsponton 1évs spin operatora, és
eleget tesz az su(2) Lie-algebra

(S, 0] =6, ) 18] (2)

Y

kommutécios Osszefliggésének. A J csatolas elGjele adja meg, hogy a minta fer-
romagneses (J < 0) vagy antiferromégneses viselkedési (J > 0). Ferromégneses
alapéllapotban a spinek egy iranyba allnak, a Goldstone-tétel kovetkeztében a
diszperzios relacié a forgatasi szimmetria sériilése miatt a k£ = 0 hullamszamtol



N
\/1 /K\J1 /K\J1 /K\J1

N /7 N\ /7], \ /] \
vlvlv}\

1. dbra: A Ji—Jo Heisenberg-modellben a rdcspontok kozti kolcsonhatdsok illusztrdldsa.

gap nélkiil indul. Antiferromagneses rendszerben a spinek igyekeznek ellentétes
iranyba beallni. Néel tipusi rend esetén a szerkezet két, ellentétes beallasu spi-
neket tartalmazo alracsra bonthato nulla eredd méagnesezettséget adva. Az elemi
gerjesztések diszperzidja szintén k = 0-r6l energiarés nélkiil, &m linearisan indul.

Mar koran ismeretessé valt, hogy egyes anyagok — példaul grafit, kvarc — nagy-
fokt anizotropiat mutatnak bizonyos transzportfolyamatokra nézve. Az igazi ér-
dekességet az jelentette, hogy a természetben megfigyelhetdk, illetve létrehozhatok
olyan anyagcsaladok, amelyekben a mégneses momentummal rendelkezé atomok
kozti kicserélddési kolesonhatas lényegében egy iranyra korlatozodik, ezzel egy-
dimenzios spinlancot eredményezve. Ilyen példaul a CsNiCls, ami a Ni*t ionok
3d® elektronszerkezete altal megvalositott S = 1 spind antiferromagneses lancként
viselkedik [4, 5].

Az alacsony dimenzios rendszerek (alracs-)magnesezettségének hémeérsékletfiig-
gését vizsgalva adodik, hogy a kvantumfluktuédciok feler6sodnek. Egydimenzios
izotrop Heisenberg-modellben semmilyen nem nulla h6mérsékleten nem alakulhat
ki ferromagneses rend, antiferromagnes esetén pedig mar T = 0 esetén is instabil
a Néel-rend, a rendszer igynevezett spinfolyadék-allapotban van.

A feles spintd egydimenzids Heisenberg-modell egzaktul megoldhaté a Bethe-
ansatz segitségével, a gerjesztett allapotok spinédtforgatassal nyerheték az alapal-
lapotbdl. Az S > % spintd modellekben a Hamilton-operatorban a bilinearis tag
mellett magasabb rendi forgatasinvarians tagok is megjelenhetnek. FEzek a model-
lek csak az egyiitthatok specialis megvalasztéasa mellett oldatok meg egzaktul. A
Lieb—Schultz—Mattis-tétel [6] szerint egydimenzids, izotrop, racsallandoval valo el-
tolassal szemben invarians, félegész spint méagneses rendszerekben az energiaspekt-
rum vagy gap nélkiili, és az alapallapot nem degeneralt; vagy gappel rendelkezik,
és az alapéllapot transzlacios szimmetriajanak sértése kovetkeztében degenerélt.
Egy ilyen eltolasi szimmetriat sérté alapallapotot kaphatunk, ha az egydimenzios
Heisenberg-modellt kiegészitjiik a mdsodszomszédok Jo erésségli kélecsonhatasaval,
aminek szemléltetése az 1. abran lathato. Ekkor a Hamilton-operator

H=J Z S;Siq1 + Jo Z SiSii2 (3)

alakban irhat6. Azonos nagysagrendii antiferromégneses csatolasok esetén a spin-
rendszerben frusztracié jelenhet meg. Feles spinid lancra analitikus megoldas a
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2. dabra: A bilinedris-bikvadratikus modell sematikus fdzisdiagramja és energiarése a 0
paraméter fligguényében.

Majumdar-Ghosh-pontban (J, = 3.J;) adhato, ahol megmutathato, hogy a Hamil-
ton-operator olyan projektorok Osszege, amely hiarom szomszédos spinnek a %—es
alterére vetit [1], ekkor az alapallapot szingulett kotések sorozata, ami nyitott
hatarfeltétel esetén kétszeres degeneracidhoz vezet. Gerjesztett allapotot egy szin-
gulett kotés felszakitasaval kaphatunk, igy a diszperzids gorbén gap jelenik meg.
Az igy keltett spinonok a lanc mentén szabadon terjedhetnek, ugyanis a szingulett
kotések atrendezédése nem jar energiatobblettel |7, 8].

A félegész spint rendszerek tulajdonsagait az S = %—es Heisenberg-modell alap-
jan érthetjiikk meg; a modellek kritikusak és gap nélkiiliek. Fzzel szemben, ahogy
Haldane ramutatott [9] — ami az egyik Nobel-dijjal jutalmazott eredménye 2016-
ban — az egész spind rendszerek alapvetGen eltérd tulajdonsidgokat mutatnak. Az
ugynevezett Haldane-fdzis megjelenésével az antiferromagneses alapéllapotot ener-
giarés valasztja el a gerjesztésektdl, ezzel a rendszer nem kritikus, és a korrelacios
fiiggvények exponencidlis lecsengéstiek. A Haldane-fazis tulajdonsagainak vizs-
galatdhoz a széleskortien tanulmanyozott S = 1 spini elsGszomszéd-kolecsonhatd

spinlancra vonatkozé bilinedris-bikvadratikus modell alakja:

H = cost Z SiS7;+1 + sin 6 Z(stz+l)2 (4)

A kolesonhatas tipusa a 6 paraméterrel hangolhato, melynek fiiggvényében kirajzo-
16d6 fazisdiagramok a 2. abrén lathatjuk. Az egyes tartomanyok elemzésére az 5.2
fejezetben térek vissza.

1.2. Numerikus modszerek

A elébbiekben véazolt modellek, és altalaban a természetben megvalosuld fizikai
folyamatokra alkotott modellek csak bizonyos paramétertartoményokban oldhatok



meg egzaktul, vagy kozelithet6k megfelelGen analitikus modszerek alkalmazéséaval.
A perturbaciészamitas bevalt eszkoze az erésen korrelalt rendszerek esetén nem
alkalmazhato &ltaldnosan, ezért elGtérbe keriilnek a numerikus modszerek. Az
utobbi évtizedek alatt szamos numerikus eljaras fejlédott ki az alacsony dimen-
zi6s rendszerek kezelésére. A legkézenfekvébb modszer az egzakt diagonalizdlds.
A szamitas koltsége a racspontok szaméval exponencialisan skalazodik, igy még
az iterativ algoritmusok segitségével is a néhény tiz pontra végzett szamitasok
utdn mar csak a végesméret-skilazas eszkozével kiegészitve lehet extrapolalni a
termodinamikai hatéresetre.

Ezért olyan modszerre van sziikség, ami a teljes Hilbert-tér egy megszoritott,
am a fizikai folyamatokat tekintve jelentds alterében adja meg a rendszer viselkedé-
sét. A Wilson &ltal kifejlesztett numerikus renormdldsicsoport-algoritmus (NRG-
algoritmus) jelentGsége a Kondo-probléma megoldasaban mutatkozott meg, amiért
1975-ben Nobel-dijjal jutalmaztak [10]. A kezdetben széles korben elterjed6 mod-
szer a rendszer méretével névekvd numerikus hiba miatt csak korlatozottan valt
alkalmazhatova. A igazi attorés a '90-es években White munkassaga soran kovet-
kezett be a sdriségmdtrizos renormdldsicsoport-algoritmus (DMRG-algoritmus)
kidolgozasaval [11, 12]. Napjainkban az alacsony dimenzios erésen korrelalt rend-
szereket numerikusan leghatékonyabban a DMRG modszerével lehet vizsgalni akar
tobb szaz racspont hossztusagu lancok esetén. E modszer — amint a késébbi feje-
zetekben belatjuk — egy matrix-szorzat alaki hullamfiiggvény-reprezentaciot ad.
Az ekkor megjelend matrixok mérete a rendszerben 1év6 Osszefonddas erGsségétol

fiigg.

1.3. Célkittizés

A dolgozatban bemutatom a tobbrészrendszer-osszefon6das elméleti hatterét,
és mint vizsgalati modszert a spinlancok viselkedésének feltérképezésében. Majd
ratérek az altalam hasznalt és fejlesztett numerikus DMRG és matrixszorzat-
allapot (MPS) alapt modszerek ismertetésére és kapcsolatara. Ezt kovetSen az
irodalomban els6ként alkalmazom a sokrész-korrelaciok elméletét a spinlancok vizs-
galatara: a (3) és a (4) modellek paramétertartoméanyanak tobb pontjan kiszami-
tom a kiilonb6z6 haromrész-korrelaciok lecsengését az altalam irt implementéaciok
segitségével. Végiil roviden Osszefoglalom a kutatéssal kapcsolatos tovabbi terve-
ket, lehetdségeket.



2. Tobbrészrendszer-korrelacid

2.1. Elemi rendszer

Egy rendszerrsl a kvantummechanika statisztikus leirast ad, és a rola valo is-
mereteinket az dllapotvektorral reprezentaljuk. Ezzel szamolhatjuk ki a mérhets
fizikai mennyiségek varhatoértékét, megadva a rendszer kvantummechanikailag tel-
jes leirasat [13, 14, 15].

Egy rendszert akkor hivunk tisztanak, ha létezik olyan nem degeneralt Neu-
mann-mérés, amit a rendszer tobb példanyan megismételve mindig ugyanazt az
eredményt kapjuk. E rendszer allapotat matematikailag a m = [)(¢| tiszta dl-
lapottal reprezentaljuk, ahol a |¢) allapotvektor egy H — a fejezetek soran véges
dimenziosnak feltételezett — Hilbert-tér norméalt eleme ({¢|¢)) = 1). Az ilyen 6n-
adjungalt, linearis operatorok halmazat jelolje

P(H) = {7‘(‘ €LingaH |7 =7, Trr = 1}. (5)

Tiszta allapott rendszeren O operatorral reprezentalt fizikai mennyiség varhato-
értéke (¥|O)y) = Tr(7O).

Ha a rendszer nem irhato le tiszta allapotokkal, akkor a tiszta allapotok keve-
rékével elgallitott kevert dllapotokkal irhato le. Tehét altalaban a rendszer dllapota
a tiszta allapotok konvex kombinaciojaként adhaté meg. Ezek halmaza

D(H) := ConvP(H) = {g =0 ‘ mEPH), p; >0, pli=1: 0= mei}.
©

Vagyis a kevert allapotok — (5) definiciobol kovetkezden — olyan 6nadjungalt line-
aris operatorok, melyek pozitiv szemidefinitek és norméaltak (Tr o = 1). Ekkor O
varhatoértéke

(O) = Tr(00) = sz‘ Tr(m0) = Zpi<¢i|0|¢i>‘ (7)

A p € D allapotok kevertségének szamszert jellemzésére entropidk vezethetsk
be. A klasszikus targyalasban megjelend Shannon-entrépia kvantumos megfelelGje
az

S(e) = = Tr(eln o) (8)

von Neumann-entropia, ami szamos elényos tulajdonsaggal bir: nemnegativ, foly-
tonos, korrelalatlan allapotokra additiv, hd (tiszta allapotokra, és csak azokra
elttinik), bisztohasztikus kvantumcsatornakban nem csokken [16, 17|.

6



Két allapot (9,0 € D) megkiilonboztethetdsége szamszertsithets az Umegaki-
féle relativ entropidval,

D(g|lo) = Trle(ln ¢ — Ino)], (9)

ami szintén nemnegativ, és pontosan akkor zérus, ha o = o, kvantumcsatornakban
nem nd 18, 19].

2.2. Két részrendszer

A kvantummechanika igazi érdekessége, klasszikustol eltérs viselkedése a rész-
galmakat érdemes elGszor a legegyszertibb esetben targyalni. A két elemi részrend-
szer altal megvalositott allapotot a Hio = Hi ® Ho tenzorszorzattéren irjuk le, ahol
az el6z6ek alapjan bevezethetSk a Py := P(H1), Py := P(Hz) és Pio := P(Hi2)
halmazok, melyek a megfelel§ tiszta allapotokat tartalmazzak, illetve hasonldan a
kevert allapotokra Dy, Dy és Dyo. Egy Dis-beli o allapot redukdlt dllapota a par-
cidalis nyomképzés miivelettel nyerhets: o = Try o, ahol Try : Dy — D, lineéris,
specidlisan, A ® B elemi tenzorra Try(A ® B) = ATr B [13, 15].

A fizikdban &ltaldban két valoszintségi valtozo korreldcidjanak mértéke
(0102) — (01)(0s). (Ezt a mennyiséget a statisztikdban kovariancianak hivjak,
ott a korrelaci6 ennek egy normaélt véltozata.) Ez a kvantummechanikaban két
részrendszeren mért fizikai mennyiség esetén

C(0;01,02) := (01 ® O2) — (O1)(02) = Tr [(Q — 01 ® 02)01 ® 02}- (10)

A két részrendszer akkor korreldlatlan, ha barmely két valoszintiségi valtozo kor-
relalatlan (a fenti mennyiség elttinik) ez pontosan akkor teljesiil, ha o = o1 ® 09,
ezért a korreldlatlan dllapotok halmaza

Dunc = {Q € D12

Jdo1 € D1, J02 € Dy 9201®Q2}- (11)
Klasszikus rendszereknek barmely tiszta allapota korrelalatlan, a kvantumme-
chanikdban viszont Pune := Dunc N P12 # Pio, vagyis tiszta allapotokban is lehet

korrelacio, ezt hivjuk osszefonodasnak (tiszta allapotok esetén). Az korrelalatlan
tiszta allapotokat més néven szepardlhato tiszta dllapotoknak is nevezziik:

Psep = Punc = {W € P2 ‘ dm € Py, 3dmy € Po: 7T:7T1®7T2}7 (12)

tobbiek pedig dsszefonodottak, fep = P12\ Psep-



A szepardlhato dllapotok (nem csak tiszta allapotok esetén) azok, amelyek ki-
keverhetdk szeparalhato tisztakbol, ezzel ekvivalens, hogy kikeverhetsk korrelalat-
lanokbol [20]:

Dsep := Conv Psep = Conv Dype.. (13)

A definiciét motivélja, hogy ezek azok az allapotok, melyek létrehozhatok lokalis
miiveletekkel és klasszikus kommunikacioval (LOCC: Local Operation and Classical
Communication [20, 21]). A klasszikus kommunikécié a klasszikus kolcsonhatas
megfelelGje, a kvantumos korrelaciot a kvantumos kdlesonhatas hozza létre, tehét
a szeparalhato allapotok nem tartalmaznak kvantumos korrelaciot ebbdl a szem-
pontbol. Osszefonddott allapot az, ami nem szeparalhato, vagyis az dsszefonddott
dllapotok halmaza Tep = D13 \ Deep.
Ezzel a kétrészecskés allapotterek szerkezete az aldbbiak szerint vazolhato.

P12 - D12 COHV Plz

Punc = Psep é Dunc g Dsep Conv Psep (14)

Egy allapotvektor altalaban kifejtheté a {|p1.,)} és {|p2+,)} ortonormalt ba-
zisok segitségével:

di  do

) = Z Z Uiz |P1) @ |92,7)- (15)

71=172=1
A ,,,, egylitthatokat tartalmazo matrixra alkalmazhato a szingularisérték-felbon-
tas: @ = USVT, ahol U € U(d;) és V € U(dy) uniter métrixok, S diagonalis,
nemnegativ s, elemeket tartalmaz, melyek a 1) tgynevezett szingularis értékei.

Ekkor

min(dz,dz)

[0y = D salh L) ®1eha), (16)

a=1
ezt az alakot Schmidt-felbontdsnak is hivjak. Konnyen lathaté, hogy a redukalt
allapotok sajatértékei az s, mennyiségek, sajatvektorai pedig {|¢] ,)} és {[hq)}-
Ebbdl az is kovetkezik, hogy a tiszta allapot szeparabilitdsa konnyen eldonthetd:

TEPsep <= TrpmeP; = TrymePo. (17)

Példaként tekintstk a [1)1), [1]) € Hy és [1h2), [10)) € Ho paronként ortonormaélt
allapotvektorokat.

1) A ) = |11) ® [1he) € Hip allapotvektorbol, jelen esetben elemi tenzorbol
képzett m = ) (1| allapot szeparalhato, hiszen

Trom = [1)(n] € Pr és  Trym = |¢ho)(¢a] € P

T =1 ® o € Peep (18)



i) Ha viszont [t5) = L (jvn) ® ) + [¢4) @ [04)) € Haz, akkor 7 = [i5)(] tiszta

allapot nem szeparalhato, mert

Trom = 5 ([0) (W] + [0 (WL]) € Py és Trom = 5([2) (o] + [05) (W5]) ¢ Pe
T # (Tram) @ (Try )
(19)

2.3. Kétrész-korrelacié mértékei

Miutén megadtuk, hogy mik a korrelalatlan- (11), illetve szeparalhato allapotok
(13), szeretnénk szamszertsiteni, hogy a tobbi allapot mennyire korrelalt, illetve
osszefonodott.
megfigyelheté mennyiségek nélkiil szeretnénk magéanak a o allapotnak a korrela-
civjanak mértékét leirni. Legyen az allapot annyira korrelalt, mint amennyire a
korrelalatlanoktol megkiilonboztethetd a relativ entropiat (9) hasznalva:

‘min D(llo) = S(e) + S(ex) ~ () = I(e). (20)
(Az els6 egyenlGség azért igaz, mert a kifejezés a minimumat a o = p; ® 09 he-
lyen veszi fel [22].) Tehat azt kaptuk, hogy az allapot korrelacioja kifejezhetd
az entropiak fenti 0sszegeként, ami a (kvantum) kdlecsonds informdcicként ismert
mennyiség [15].

Mivel tiszta allapotok korrelacidja az Osszefonddas, ezért az osszefonodas mér-
téke is legyen a korrelécié mértéke:

Elp(n) := I|p(n) = 25(m) = 25() (21)

(mivel a (16) Schmidt-dekompozicié miatt a tiszta allapotok marginélisainak spekt-
rumai megegyeznek) ami kétszerese a szokasos dsszefondddsi entropidanak [23].
Kevert éllapotoknal az optimélis dekompozicié atlagos Osszefonddasat hasznal-
juk [21].

E(o) = min{ZPi”P(%) ‘ T € P2, pi >0, |pli=1: Zpﬂh = Q} (22)

Tehat a minimalizalas (ami numerikusan nehéz feladat) az allapot Gsszes lehet-
séges dekompozicidjan torténik, ezt konvextetd-kiterjesztésnek is hivjak. Ez jo
osszefonddési mérték, mert LOCC transzformaciora nem né, vagyis kifejezi, hogy
az Osszefonodas kvantumos eredett, azaz klasszikus kolcsonhatéassal nem novelhe-
6.

A mennyiségek hiek, azaz I pontosan akkor nulla, ha az allapot korrelalatlan,
valamint E pontosan akkor nulla, ha az allapot szeparalhat6. Tovabba E < I,
vagyis a rendszer korrelaciétartalmanak egy része kvantumosszefonodas.



VAN {1,2,3}
N N

AN J. — {23 {3 {12

K, X

{1} {2} {3}

3. abra: A Py({1,2,3}) hatvdnyhalmaz hdldja.

2.4. A tobbrész-korrelacié struktiraja

A kovetkezSkben a két részrendszerre bevezetett korrelacio és dsszefonodas fo-
galmainak tobb részrendszerre valo kiterjesztését tekintjiik at, amely soran négy-
szintes haloszerkezet bontakozik ki [24, 25].

Ha egy P halmazt ellatunk egy < részbenrendezéssel (reflexiv, antiszimmetri-
kus, tranzitiv), akkor az igy kapott struktarat részben rendezett halmaznak nevez-
ziik. Ha minden elempéarnak egyértelmten létezik legnagyobb alsé korldtja (infi-
muma) és legkisebb felsd korldtja (szuprémuma) a =-ra nézve, akkor ezt hdalonak
nevezziik |26, 27|. Példaul az egész szamok halmazan az oszthatosag egy lehetsé-
ges részbenrendezés, az infimum a legnagyobb ko6zos oszt6, a szuprémum pedig a
legkisebb ko6z6s tobbszoros.

2.4.1. 0. szint: részrendszerek

A vizsgalt rendszer alljon n elemi részbdl, és minden ¢ € L = {1,2,...,n}
indext elemi részrendszerhez rendeljiink hozzé egy H; Hilbert-teret, illetve a teljes
rendszer egy X C L cimkéjd részrendszeréhez a Hx = @,;cx Hi Hilbert-teret.
Ennek allapotai (6) alapjan Dy := D(Hx). Minden részrendszer cimkéje eleme L
hatvanyhalmazanak, amit

Py(L) := 2F (23)

jelol. A tartalmazasra, metszetre és uniora nézve ez a haldo matematikai struktira
kozismert példaja.

Példaként tekintsiik a harom részrendszeres esetet! Ekkor az L = {1,2,3}
indexhalmaz hatvanyhalmaza nyolcelemt. Ennek hal6jat a 3. abra mutatja, ame-
lyen korbekeritett fekete pontok jelolik a hatvanyhalmaz elemeit, a nyil pedig a
rendezési relaciot szemlélteti.
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2.4.2. 1. szint: particiok

A 2.2. fejezetben vizsgalt kételemtd rendszert csak egyféleképpen lehetett fel-
darabolni, és vizsgélni a korrelaciot. Most tetszdleges n esetén a rendszer Gsszes
felosztasara nézve megadjuk a korrelalatlansag és szeparabilitas fogalmait.

A rendszer egy particidgjdn (vagy més néven felosztasdin) a & = { X1, Xo, ..., Xjg}
halmazt értjiik, egyszertibb frasmodban { = X;|Xs|...|X|¢. Ezen X részek legye-
nek nemiires (i), diszjunkt halmazok (ii), amik egyiitt kiadjak az egész rendszert
(iii). Tehat a rendszer Gsszes ilyen lehetséges felosztasanak halmaza

R(L) = {5 = X[ Xo| .. | Xig ‘ VX € B\ {0} (i)
VX £X' e&: XNX' =0, (i) (24)
Ux=tL (iii)
Xeg

A &, v € P particiokrol azt mondjuk, hogy v egy finomitdsa &-nek, ha v valamely
részeinek egyesitésével £-t kapjuk. Azaz bevezetjiik a

def
<

v=E VWwev IX el YCX (25)

részbenrendezést. Konnyen lathatod, hogy P; a fenti részbenrendezéssel, valamint
az infimum- és szuprémumképzéssel halot ad [26, 27].
Hasonléan a (11) definicidhoz, a -korreldlatlan dllapotok halmaza

Dﬁ—unc = {QEIDIVX657 EIQXGDX: Q:®QX}7 (26)
Xeg

ekkor — mint a kétrészes esetben — barmely X részrendszeren értelmezett Oy fizikai
mennyiségek korreldlatlanok lesznek, azaz (R yee Ox) = [y (Ox). Vezessiik be
az O; (i € L) elemi részrendszereken értelmezett fizikai mennyiségek £ felosztasra

Ce(0:01,..,00) = (R 0) - [T (R 01) =Tr (e - R ox) QO] (27)
i€l Xee  iex Xe¢ i€l

a (10) képlet altalanositasaként.
Hasonloan (13) definicidhoz a &-szepardlhato dllapotok azok, amik kikeverhetsk
¢-korrelalatlanokbol 28, 29, 30, 31, 32, 33|

De sep = Conv De_ypc, (28)

vagyis nincs kvantumos korrelacié az X € & részrendszerek kozott. Ennek egyszert
kovetkezménye, hogy LOCC miiveletek nem visznek ki ebbdl a halmazbol.

11



4. abra: Hdrom 1észbdl dllo rendszer lehetséges particidinak Pp hdldja.

Belathato, hogy ha egy allapot korrelalatlan egy felosztasra nézve, akkor kor-
relalatlan minden durvabb felosztésra nézve is, azaz

v j f — Dv—unc g Dﬁ—unc ) (29)
és (28) miatt hasonlé mondhato el a ¢-szeparalhato allapotokrol is [24, 25],
V=€ <= Dysep € Degep - (30)

Ez azt jelenti, hogy a kiilonb6z6 &-khez tartoz6 De yne, valamint De g, allapothal-
mazok halot alkotnak a tartalmazésra nézve, mely izomorf a felosztasokat leird
P(L) haloval.

Példaként tekintsiik a harom részrendszeres esetet! A P halmaz elemsza-
ma az ugynevezett Bell-szamokkal adhat6 meg, amikre a B, = >, _, (Z) By,
(By = By = 1) rekurziv formula érvényes. Esetiinkben Py(n = 3) halmazban 1évé
részekbdl Osszesen Otféleképpen tehetjiik Ossze a teljes rendszert:

P({1,2,3}) = {1|2y3,1213, 13(2, 231, 123} (31)

A fenti < részbenrendezéssel ellatva ezt a halmazt: 1|2|3 < ablec < 123 (a,b,c €
{1,2,3}). Ezeket a felosztasokat a 4. abra mutatja.

2.4.3. II. szint: particiok halmaza

Maradva az elébbi n = 3 példanél, legyen 0 ¢ Dapjesep, azaz 0 nem al-
lithato el6 sem 12|3-, sem 13]2-, sem 23|1-korreldlatlan allapotok konvex kom-
binacidjaként. Am az Osszefonddas-elmélet konvex geometriajanak egyik fon-
tos kovetkezménye, hogy vannak olyan ¢ ¢ Dgpjesep allapotok, amik kikeverhe-
t6k az 12|3-, 13|2-, 13|2-korrelalatlan allapotok egyiittes felhasznalasaval, azaz
o € Conv (D12|3_unc U D13)2-unc U D23\1-unc), vagyis valodi haromrész-6sszefonddas
nélkiil [30, 31, 32, 33, 24] . Mivel az ilyen allapotokra nem szeretnénk tgy gondolni,
mint ,teljesen haromrész-osszefonddottakra”, ezért tovabbi korrelacios foglalmakat
kell bevezetniink, ez az osztalyozés II. szintje.
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Tekintsiik a Py azon & = {&1,&s, - . ., ¢} részhalmazat, amelyben minden olyan
elem szerepel, amely finomabb, mint e részhalmaz maximaélis eleme(i). Ezt idedlnak
vagy masképp lefelé zdrt részhalmaznak nevezziik. Legyen a P; a nemiires idedlok
halmaza, azaz

Pu(L) = O(R(D)\ {0} = {e € 27D\ (0} | veeg: v=¢ = veg)
(32)

Ez szemléletesen azt jelenti, hogy a P abrajan ezeket a halmazokat nem lehet
elhagyni a nyilak mentén visszafelé. A P halmaz ellathato egy természetes rész-
benrendezéssel, ami maga a halmaztartalmazas (C) relacio, tehat & < v < & C v.
Belathato, hogy a metszet (N) és unié (U) miveletekkel P egy halo.

Egy p allapotot &-korreldlatlan dllapotnak mondunk, ha létezik legalabb egy
¢ € & felosztas, amelyre nézve korrelalatlan (o € Deync), igy

(30)
Dﬁ-unc = U D{-unc = U D{-unc . (33)
1313 £Emax €

[tt is vezessiik be az O; (i € L) elemi részrendszereken értelmezett fizikai mennyi-

ségek £ idealra vett korrelaciojat:

Ce(0;01,...,0,) zrgleigCg(Q; O1,...,0,). (34)

Hasonloan (28) formulahoz, egy allapot &-szepardlhato, ha kikeverhetd &-kor-
relalatlanokbol, azaz

Desep = Conv Deg_ypc - (35)

Hasonloan a ¢-szeparalhatod allapotok (28) halmazaihoz, LOCC mivelettel nem
lehet kijutni ezekbdl a halmazokbol.
A (29) és a (30) Osszefliggésekhez hasonloan itt is belathatok, hogy a megfele-
16 allapothalmazok is tartalmazzak egymast, méghozzéa épp a P altal megadott
modon [24, 25]:
v j € — Dv—unc g DE—unca (36)
V=€ <= Dysep < Desep. (37)
A lehetséges idealok, és az altaluk megadott korrelacios és Osszefonddasi tu-
lajdonsagok szama gyorsan né a részrendszerek szaméval, de lehet&ségiink van
koziliik csak néhényat tekinteni, melyeknek szemléletes jelentésiik van. Azt mond-

juk, hogy egy felosztas k particiondlhato, ha a részek szama legalabb k. Az ilyen
tulajdonsagu particidkat a

pr={pe P ||u>k}ehp (38)

13
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5. abra: A Pr1 halmazhoz tartozd hdlo diagramja.

ideal gytjti egybe, és a megfelel§ allapotok a k-particiondlhatoan korrelalatlanok
Di-part, unc = Dpy-une, valamint a k-particiondlhatéan szepardlhatok Dy part, sep =
Dyyje-sep-

Ennek parja a k' produkdlhatdsdg, ami a részek maximalis elemszamaét limitalja:

v ={veP|VNev: [N <K} eP, (39)

és a megfeleld allapotok a k'-produkdlhatoan korreldlatlanok Dy _prod, unc = Dy, ,-uncs
valamint a k'-produkdlhatéan szepardlhatok Dy prod, sep = Dy, -sep-

Példaként tekintsiik a harom részrendszeres esetet! A lefele zart részhalmazokat
(32) miatt definidlhatjuk a maximalis elemeik segitségével, formalisan € = | max &.

Pi= { {1238} = R,

1{12]3,13|2, 231},

{12]3,13)2}, }{12|3,23|1}, 1 {13]2, 23|1}, (40)

H{12]3}, 23]}, {231},

1203} = {1]213} J-
Ennek szemléltetése az 5. abran lathato, ahol a maximalis elemeikkel megadott
Pr-beli elemek vannak feltiintetve.

A particionalhatosag és produkélhatosag kapcsolata a 6. abra P; haléin latha-

t0. Két- és harom részrendszer esetén a particiondlhatosagi és produkalhatosagi
tulajdonsagok egybe esnek.

2.4.4. III. szint: Osszefonédasi osztalyok

A teljesség kedvéért megemlitjiik, noha jelen dolgozat keretei kozott nem hasz-
naljuk, hogy egy III. szinti halo is konstrualhat6. Az 6sszefonddasi fogalmaink tar-
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6. dbra: A particiondlhatdsdg és produkdlhatésdg szemléltetése a Pr-hdlon. A k partici-
ondlhaté elemek a k-adik lila vonal alatt, mig a k' produkdlhatok a k'-dik narancssdrga
vonal alatt taldlhatok. n > 3 esetén a két fogalom nem esik egybe.
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talmaz6 halmazokra vezettek (37), vagyis megadtak, hogy milyen &-korrelalatlan
allapotok elégségesek az allapotok kikeveréséhez. Meg lehet adni a &-szepardlhatod
allapotok Osszes lehetséges metszeteit (dsszefondddsi osztdlyok), vagyis azt, hogy
milyen &-korrelalatlan allapotok sziikségesek és elégségesek az allapotok kikeveré-
séhez. Megmutathato, hogy ezeket az Osszefonddasi osztalyokat a Py felfelé zdrt
részhalmazainak (Gn filtereinek) halojaval cimkézhetjiik [24]. Tovabba az is belat-
hato, hogy ez a struktura az LOCC osztalyozas durvitasa: ha egy osztalybol egy
méasikba LOCC transzformacio atvisz egy allapotot, akkor az osztalyok ebben a
haloéban relacioban allnak egymassal [24].

2.5. Tobbrész-korrelacié mértékei

2.5.1. 0. szint: részrendszerek

c stz

gével korrelacio- és Osszefonddéas-mértékek szamolhatok a teljes rendszerre, amit a
kovetkezd fejezetekben targyalunk.

2.5.2. I. szint: particiok

A

és Osszefonodasanak szamszeri jellemzésére a 2.3. fejezetben bemutatott gondo-
latmenet egy az egyben Altalanosithaté. Tehat a ¢ € D allapot korrelacidja a
¢ felosztasra nézve, réviden &-korrelicidja (€-kolesonds informdceid) megadhato,
mint az allapot megkiilonboztethetGsége a &-korrelalatlanoktol [22, 24]:

I(0) == min D(gllo) =Y _S(ox) — S(o). (41)

J€D€-unc Xee

(A masodik egyenl6ség ismét abbol adodik, hogy a minimum helye a o = Q) xee 0X
22].)

A &-dsszefonodds a tiszta allapotokra megszoritott &-korrelacidé konvextets-
kiterjesztése [24]

Be(0) =min{>" pilelp(m) | 7 € Po, pi 2 0, Ipli =1: > pim =0}, (42)

ami LOCC mtveletekre szintén nem né. A fent bevezetett mennyiségek hiiek, azaz
I¢, valamint E, pontosan akkor nulla, ha {-korrelalatlan, illetve {-szeparalhato az
allapot. Tovabba az is teljesiil, hogy E, < I.
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Megmutathato, hogy a {-korrelacio és a £-6sszefonddas sokrészmonoton [24, 25]:

v=¢ = I, >, (43)
v=¢{ < E,>EFE, (44)

vagyis finomabb felbontasra nézve minden rendszer korrelaltabb, illetve 6sszefon-
tabb. Tehat a korreléciot és osszefonodast jellemzé fliggvényhalmazok strukturajat
is a P halo jellemzi.

2.5.3. 1II. szint:

A€ ={&,&%, ... &g} ideallal megadott korrelacio- és dsszefonodas-fogalmak
szamszer(d jellemzésére a 2.5.2. fejezet gondolatmenete tovabbvihets. Tehéat a o €
D allapot &-korreldcidja (€-kolcsonds informdcidja) megadhato, mint az allapot
megkiilonboztethetdsége a €-korrelalatlanoktol [24, 25]:

le(o) = min Dello) =min min D(ollo) =min} _ S(ox) = S(e) ~ (45)

UGDg-unc £eg UeD&—lxnc Xe¢

A masodik egyenlGség azért all fenn, mert halmazok uniéjara torténé minimalizalés
ugyanazt jelenti, mint elGszor az egyes halmazok minimuméat megkeresni, majd
ezek legkisebb elemét venni.

A E-dsszefonddds a tiszta allapotokra megszoritott &-korrelacié konvextets-
kiterjesztése [24]:

Be(o) =min{ 3" pilelp(m) | m € P, 520, Ipli =10 Y pimi = o, (46)

ami LOCC transzformaciokra szintén nem né. Itt is belathato, hogy mindkét
mennyiség hii, azaz I¢, valamint F¢ pontosan akkor nulla, ha &-korrelélatlan, illetve
&-szeparalhato az allapot. Valamint Ee < I ugyanugy teljestil.

Megmutathato, hogy a &-korrelacio és a &-Osszefonodas sokrészmonoton |24,
25]:

v¢ = I,>1I, (47)
v3¢ << E,>E. (48)

A P halmaz két specialis tipust eleme, py, v, a (38) és (39) definicidik
szerint vihetSk tovabb a korrelaciomértékekre. A k-particiondlhatosdgi korreldcio
valamint a k'-produkdlhatdsdgi korreldcio [25]

Ik par(0) = I (0) = min 1.(0), (49)
Tprod(0) =1, (0) = weglﬁ?v o I,(0) (50)
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szerint adhatoé meg, valamint a k-particiondlhatdsdgi dsszefonddds, illetve a k'-
produkdlhatosagi 0sszefonodds:
Ek; part(Q) = E.uk(g)7 (51)
Ek’ prod(Q) = Eyk,<Q) (52)

Ezeknek a mennyiségeknek a sokrész-monotonitésai a k, k' paramétereikkel ki-
fejezhetdk:

Mk j o — k 2 l — Ik part Z Il part» (53)
Vi X vy < 54 < U — Iy prod > Iy prod> (54)
1273 j H < k Z l <~ Ek part Z El part» (55)
i j Ly — k/ S l/ — Ek’ prod 2 El’ prod- (56)

3. Siiriiségmatrixos renormaélasicsoport (DMRG)

Az el6z6 fejezetben megismert 1) eszkoztarat eddig csak molekuldk elektron-
szerkezetének elemzésére hasznaltak [25], a dolgozatban pedig kiilénb6z6 modellek
altal leirt spinlancok vizsgalatara fogom hasznélni. Ahogy emlitettiik, az ilyen
tipusu problémak szamitasara a DMRG jelent hatékony megoldést.

Wilson szamara a Kondo-probléma megoldésa Nobel-dijat ért, am ahogy em-
litettiik, az NRG vart univerzalitdsa elmaradt. Az eljarast White 1992-ben bévi-
tette ki, ezzel kifejlesztve a DMRG-algoritmust [11, 12|. Az egyik fontos alapotlet
a modszerben, hogy a renormélandé lanchoz kornyezetet rendeliink, igy az tob-
bé mar nem izolalt; a masik djitas a renormalas soran megtartott bazisallapotok
kivalasztasanak modja a Schmidt-dekompozicié alapjan.

A lanc allapotvektorat a

|wa:7a> ® |w{f+1}ﬁ{z+1}> ® ’w{5+2},’7{4+2}> ® ’wb,%> (57)

bazison irjuk fel, ahol a = {1,...,¢} a bal oldali ¢ racspontot tartalmazé blok-
kot jeloli, ¥go1y és geq0y két egyracspontos allapot, b = {¢ 4 3,..., N} pedig
a jobb oldali blokk. Az igy kapott elrendezés — szimbolikusan ae eb — az ugy-
nevezett szuperblokk, ami 7. abran lathato. A teljes lanc Hamilton-operatoranak
diagonalizalasaval elGallithato a probléma szempontjabol érdekes sajatallapot, ami
legtobbszor az alapallapot. Ez a DMRG ugynevezett céldllapota, aminek az (57)
bézis szerinti kifejtése

[¥) = Z CWW{ZH}»‘*{ZH}%W‘Wa> ® W{L’H}W{ul}) ® ’w{£+2}77{5+2}> ® WMJ
YarV{e+1}V{e+2}:7b
= Z CW’AWB|90A,7A> ® |903,’YB>7 (58)
YAVB
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ahol bevezettiik ae részrendszer allapotaira |p4.,,), valamint eb részrendszer al-
lapotaira |pp.,) jeloléseket. A renormalasi 1épés soran az A blokk redukalt stiri-
ségmatrixat parcialis nyomképzéssel kapjuk:

oa=Tral)(wl = Y <Z ) PandParl  (59)

YAV

Legyen az a blokk allapotainak szama D, az egyracspont szabadségi foka pedig d.
A rendszer méretének novelésével az allapotok szama exponencialisan névekedne,
ezért az A egyesitett részrendszer csak azon D’ allapotait szeretnénk megtartani,
amelyek a legnagyobb stllyal vannak jelen. Tehat a (16) formulat felhasznélva,
ha p4-nak a legnagyobb wy,...,wp sajatértékeihez tartozd sajatéllapotait egy
(D' x Dd) méret Or transzformacios matrixba rendezziik, akkor ezzel elgallithatok
az 0j o' = {1,...,¢,¢+ 1} blokkon hato elforgatott racsoperatorok:

Oy = 07(0, ® O{z+1})O;~ = OT(OA)OTT, (60)

ahol O, és Oy41y mérete (D x D), illetve (dx d). Az 4j bazis az allapotok elhagyésa
miatt nem lesz teljes,

D’
Z |¢a’ﬁa/><¢a’ﬁa/| 7é I ) (61)

'ya/:I

ezért a renormalés soran vdgdsi hiba jelenik meg, amelynek egy lehetséges mérd-
szama az

D/
e=1-— Z Wy, (62)
Yo =1

mennyiség. A kovetkezs lépésben o' — a atjeloléssel folytatjuk az algoritmust.

Kiindulasként a lanc felépitéséhez elGszor négy allapotot vesziink, majd a jobb
és bal oldali blokkok szimmetrikus novelésével a kivant lanchosszig folytatjuk az
eljarast. Ezen tgynevezett végtelenrdcs-algoritmus soran minden lépésben letarol-
juk az adott blokkokra vonatkozo informaciokat. Miutan elértiik az N hosszisagu
lancot, a végesrdcs-algoritmus a blokkokat szisztematikusan atméretezve folytatja
a renormalést az el6re-hatra ,cipzarazéassal’, ahogyan a 7. abra mutatja, ezzel egyre
pontosabban meghatarozhatok a keresett allapotok, racsoperéatorok.

Egy DMRG renormalasi 1épés — (16) miatt — lényegében egy szinguldris fel-
bontds. A transzformécios Op méatrix mérete D' x Dd, amit ha atrendeziink,
akkor d darab D’ x D méretii A maétrixot kapunk egy renormélasi lépésben. A
kovetkezs fejezetben latni fogjuk, ha ezzel épitjiik fel az allapotvektort, akkor ez
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N=4[0] ® @ [0] aj=1[0 o o o]e @ [0 o]H=2
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T eleees] W-i[Ee s sle se ey

7. dbra: A végtelenrdcs-algoritmussal a kivdnt hosszisdgi ldncot épitjik fel. A végesrdcs-
algoritmus a cipzdrazds sordn a blokkdllapotokat, -operdtorokat visszatélti a hdttértdr-
rol, és iterdldssal pontositja a reprezentdciot.

egy MPS alakt megoldas. Ez N hosszusagu lanc esetén azt jeleni, hogy vagas
nélkiil az A;,..., Ay matrixok meéretei (1 x d), (d x d?),...,(d2~! x d?),(d? x
d*_l) ., (dx1). Természetes, hogy elég nagy lanchossz esetén korlatot kell szab-
ni a telJes Hilbert-tér dimenzi6janak, azaz a DMRG-algoritmus soran megtartott
allapotok szamaéanak, igy az A maétrixok a gyakorlatban alkalmazott szédmolasok
soran (1 x d), (d x d?), (d* x d®),(d* x D),(D x D),...,(D x d*),...,(d x 1) ala-
kuak.

Ebben a képben az mondhato, hogy a DMRG-algoritmus az MPS-matrixok
optimalizalasat végzi el, vagy méasképp fogalmazva a DMRG egy olyan variacios
modszer, amelyben az ansatz MPS alaka [34, 35]. A DMRG és MPS kozotti
kapcsolat részletesen [36] 6sszefoglalo irasban talalhato meg, a kovetkezd fejezetben
a munkam szempontjabol fontos pontokat részletezem.

4. Matrixszorzat-allapot (MPS)

Egy allapotvektort altalaban ortonormalt rendszerek tenzorszorzatterén valo
kifejtésével, a

W)> = Z 0’717’72,...|9017’71> ® |9027’Y2> @ ... (63)
V15725
alakban adunk meg, ahol a ~1,7s,... indexek dy,ds,... kiillonb6z6 értéket ve-

hetnek fel a lokalis szabadsagi fokoktol fiiggben. Az egyiitthatokat tartalmazoé
c € Chxd2x tenzor a racspontok szamaval exponencialisan névekvs elemet tar-
talmaz; numerikus kezelése, optimalizélasa nehéz. Ezért els6 lépésként tekintsiik

ennek a ¢y, = ([1),(72,73,...) atindexelését! Ezzel C, mint C%*(d2:ds) matrix

a (16) szingularis felbontés segitségével C = USVT alakra hozhato.

(1] 1 11
. ZU S (VI . ZAMI O e (64a)

A masodik egyenlsség S és V1" indexeinek Osszeejtése, majd a megmaradoé inde-
xek atcsoportositasa utan kaphaté. A kvantummechanikai rendszer szempontjabol
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a 7 indexek relevansak, példaul ez indexeli az impulzusmomentum vetiiletét, vagy
ez kodolja a molekulapélydk betoltottségét, ezért ezeket fizikai indexeknek nevez-
ziilk. Az « indexek csupan a dekompozicioban megjelend belsG dsszegzd-, vagy
mésképp virtudlis indexek. Ezért UM-re tgy érdemes tekinteni, mint A, ,, vekto-
rok Osszességére. A kovetkezs 1épésben a felbontast hasonloan végezziik:

(2] (2] 2 2T ara
C(O‘MW) (r35) Z U(Oélm),azsgﬂ],o@(v[ ! a2,(73,-- ZA ,;22 az 8),(745--)" (64b)

a2

Ebben a lépésben U haromindexes mennyiséget A, ., matrixoknak feleltettiik
meg. Ha a dekompoziciot a lanc N hosszusagaig folytatjuk, az &allapotvektor
maéatrixszorzat-alakja

) = Z Ay Agyy AN17N|S01771> ® |Q02,72> ®... & |Q0NWN>' (65)
V157255 YN

Egy O = O; ® O3 ® ... ® Oy operator varhatoértékét a matrixszorzat-allapotot
hasznalva a

(|Oly) =
Z ON,%VNN Ajv,ygv : ( Z 02772772 ( Z Olm mA Al w)AZ ’yz) AN,’yN
Vi 7722 7711

(66)

alakban irhatjuk, ahol O; az i-edik racsponthoz rendelt Hilbert-tér linearis operato-
ra, és a matrixelemei O/, = (i4|Oil@i;). A teljes rendszer tiszta dllapotanak
stirtiiségmatrixa pedig az alabbi:

YWl = D A Asy, . Ana Al AL AT X

772 771
V12 YN
71’727 77N
X |901,71><901,7{| ® |902,72><902,~/§| ®...0 |90N,7N><90N,7§V| . (67)

A DMRG-allapotot (57) alapjan egy négyindexes tenzor reprezental, az opera-
torok pedig (DaXDa), (d{l—i-l} Xd{g+1}), (d{g+2} Xd{g+2}), (DbXDb) méretd matrixok.
Ezért az mondhato, hogy a DMRG egy operator jellegi megkozelités, mert a (60)
renormélt O operatorokat tartjuk meg a 1épések soran. Ezzel szemben az MPS-
nél az dsszes racsoperator (d; x d;) méretd matrix, viszont egy adott vq,...,yn
fizikaiindex-konfiguracio felépitéséhez N darab D x D’ dimenzidés matrix sziiksé-
ges, igy ezt egy allapot jellegii reprezentacidonak tekintjiik. A két kép grafikus
abrazolasat a 8. dbra mutatja.

21



R I T v A, FEHA G A o] A, B
V{e+1} V{e+2} V{e+1}
Oa O1e+13{|Oe+2y Oy pea| O, O1e+1) Ofe+2) Oq |aeb
o oAl I AT O VA
P {e+1) {e+2} a

8. dbra: DMRG- és MPS-hullimfiiggvénnyel szdmolt varhatoérték szemléltetése. A ten-
zorok indexeinek dsszeejtését a vonallal vald dsszekdtés szimbolizdlja.

Spinmodellek esetén egy racspont szabadsagi foka 1 nagysagrendid. Gapes mo-
delleknél, ahol a blokkentrépia és D is szaturdlodik, tobb ezer racspontot tartal-
mazo6 lancot is lehet szamolni. Viszont kritikus modelleknél gyakran 20 — 50 ezer
blokkallapotot kell megtartani a megfelels leirdshoz, korlatozva ezzel az elérhetd
lanchosszt.

A DMRG szintén biztositja az MPS alakot, amire épiilé algoritmusokat post-
DMRG néven hivatkozzak a szakirodalomban. Ez utobbi elénye, hogy fiiggetlen
DMRG-szamolasok &ltal kapott MPS-ek kozott tetszéleges operatorkombinaciok
varhatoértékei kiszamolhatok. TDK-munkamban az ilyen algoritmusok kifejlesz-
tését végeztem el.

4.1. Vegyértékkotést modell

A matrixszorzat-allapot jelentGsége a (4) bilinearis-bikvadratikus modell egy
specialis, egzaktul megoldhaté pontjaban mutathatoé be, ami az irodalomban
AKLT-pontként ismert Affleck, Lieb, Kennedy és Tasaki munkaja nyoméan [37|. Az
alapallapot itt tgynevezett VBS-éllapot (valence-bond-solid). Ebben az esetben
az A matrixokat nem a (64) eljarassal nyerjiik, hanem kozvetleniil kiszamolhatok
a probléma sajatossaga miatt.

Belathato, hogy a (4) formulaban 6 = arctg 3 valasztas mellett a bilinearis-
bikvadratikus modell ekvivalens egy olyan Hamilton-operatorral, ami két szomszé-
dos spin S = 2-es altérre vetit§ projektorok osszegeként all eld [1].

Az S =1 allapotteret |, , %) bézisvektorok segitségével reprezentalt feles spi-
nekkel épitjik fel (dim#H; = 2). Az antiferromégneses allapotot ugy forméaljuk
meg, hogy bizonyos szomszédos feles spinek — vegyértékkotésre (valence bond)
emlékeztets — szingulett allapotban vannak, innen kapta a modell a nevét.
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szingulett

H= Hi ® HoQ®Hs ® HiQH; ®...

- (68)
W) = 1) ® |dpsz) © [fus) ...
A szingulett allapotok az % ® % bézison:
|¢{i,i+l}> = Z ¢?Zj_ril} |S0i,ozi> X |§0i+1,o¢i+1> ; 1= 27 47 67 cee
Qi 1=—7%,3
0 L
Pliit1y = | 1 ‘6§ : (69)

V2

Egy leképezést keresiink, amellyel a spinlanc allapotvektorat a triplett altér
{|90{i—1,i}77>}7:_11071 sajatbazisan kifejtve nyerjiik, figyelembe véve, hogy alapél-
lapotban két szomszédos spin Osszegének abszolut értéke kisebb ketténél, azaz
|Si—1,y + Stiv1i42y] < 2 [1]. Ezt tgy érhetjiik el, hogy a buborékkal szimbolizalt
spinparoknak csak a triplett allapotait tartjuk meg, amik a

|1/1{i—1,i},7> = Z w?ii:ij}iykpi*l,aifl) ® |<pi,0!i> ) 1= 27 47 67 ceey

10 0o X 0 0
PYliz1,i},—1 = [0 0] y Wsizo = [\% \61 s Wlistiyal = [0 1] . (70)

alakban irhatok. Ezzel a keresett leképezés
P{ifl,i},ﬂ/ P Hioi @ H — K{ifl,z’} (dim K{iflﬂ'} = 3)
Piy= Y, Puivar= D letas) @i visl (71)

v=-1,0,1 ~y=-1,0,1

amit hattatva a (68)-beli |¥) allapotvektorra megkaphato az alapallapot:

|W) = (p{l,z} ® P34y @ ... ) <’C{1}> ® |Pg23)) @ |Prasy) @ .. > (72)

Kifejtve a P hatésat ¢s felhasznalva (69) és (70) alakot, valamint {i —1,i} — %
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0436 |+ — + -—

0O 0 0 O

0218 0 + 0 -—

+ 0 — 0

+ 0 0 -—

—0218 |+ — 0 O
0 0 +

~ 10716 - -

+ - - 1

1. tabldzat: DMRG-szdmolds VBS-dllapotra az S7,; = 0 szektorban, N = 4 esetén nem
sziikséges vdgdst alkalmazni (a (62)-ben e~ 0). A ,+"«—,—" cserével kapott dllapotok
nincsenek feltintetve, ugyanakkora egyiitthatoval jelennek meg a hulldmfiggvényben.

atindexeléssel

W) =

Z Z C?ll}wzlgl}ix’?ug} gb?;ga}‘ 2370;15‘3}?‘;{3’4} e |SO{1’2}’7{172}> ® |('0{374}7'Y{374}> e T

V{1,2}> 041,041271--‘ -~ N -~
Y{3,4} -+ =—3:3
=-1,0,1
B1 B1B2 _
Z Z Al?’yl A2772 et |801771> ® |802772> A -
Y1yY25---
=-10,1 B_l’_ﬁf’;
T 202
E : Al:’Yl A27'Y2 e |901,’Yl> ® |902,’72> e

71,725

s

(73)

Tehat a VBS-allapotban — a lancvégektdl eltekintve — minden racsponthoz ugyan-
azon harom matrix rendelhetd:

0 0 1 0] [0 i}
Ai, - ; Az = |2 5 AZ - \/5 . 74
Sl S e B R

Az A; ., matrixok nilpotensek, igy a martixszorzat-allapotban zérus egyiitthato-
val jelennek meg azok az allapotok, ahol két + vagy két — allapot koveti egymaést,
s6t a 0 allapotok elhagyasa utan is valtakozva fordulnak el a ldnc mentén, erre
az 1. tablazatban lathatunk egy példat. Tehat a Néel tipusti rend megmarad az
alapallapotban, a 0 allapotok pedig szabadon mozoghatnak. Ez a tulajdonsag rej-
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tett topologikus rendre utal, ami a fiizéroperdtor varhatoértékével jellemezhets [38]:

g(i,j) = — <Sf exp <i7r Z S,j) sz> ) (75)

k=i+1

A VBS-allapotban a hatarérték nem tinik el, g(|i—j| — co) = 3. Tovébba lathato,
hogy nyitott hatéarfeltétel esetén a lancvégeken 16vs — (68) képlet abréajan is feltiin-
nek. Mivel ebben a 6 pontban egzaktul megoldhaté a (4) bilinearis-bikvadratikus
modell, ezért munkamat ennek a probléméanak implementélasaval kezdtem, hogy
ezzel tesztelhessem az altalanos MPS-szkripteket.

5. Eredmények

A szilardtest-fizikiban a hosszi tava rend jellemzéséhez a korreldcios fiigg-
vényt ugy szokas definidlni, mint a (27) formuldban bevezetett fizikai mennyiségek

“ e,

leggyakrabban vizsgalt mennyiség két spinvetiilet (S*) térbeli korrelacidja:
Cii(ig; 57, 55) = (57 @ 55) = (S7){(57). (76)

Ez arrol ad jellemzést szemléletesen, hogy mérve i racsponton 1évé spinbeallast mi
a valoszintsége, hogy j-ediken is ugyanazt kapjuk.

Ismeretes, hogy olyan modelleknél, ahol az alapéllapotot A szélességii gap vé-
lasztja el a gerjesztésektdl, a (76) korrelacios fiiggvény exponencidlisan vag le,
gyorsasagat . o % kitevével jellemezziik:

=i

Cl‘J(QZ], SZZ, S]Z) Ao;() e & (77)

Kritikus rendszerek esetén tetszdélegesen kicsiny energiaji gerjesztések 1étezhetnek,
a fluktuaciok felerssodnek, igy a (76) korrelacios fiiggvény az exponencialisnél
lassabban, hatvanyfliggvény szerint (algebraian) cseng le n kitevével:

Cij (033 57,55) o< i =317 (78)

()

Lathattuk a 2. fejezet folyaman, hogy a fizikai mennyiségek korrelacioja szoros

T st

Ennél t6bb is mondhato, belathato (41) és (27) definiciokbol, hogy

Cy;(0ij; 04, 05)?
2[0: 12105113

Iyi(0ij) = (79)
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Tehét hasonlo tipust (exponencidlis, ill. algebrai) viselkedést feltételezve I;j;-re, a
kolesonos informacio legaldbb kétszer nagyobb kitevével (5% ill. 2n) cseng le, mint
a leglassabban lecsengs Cj); korrelacios fiiggvény [39)].

Mivel — tul a (76) kifejezésen — szémos mas, fizikailag relevans operatorkombi-
naciok korrelacios fiiggvénye is informéacioval szolgalhat, ezért célszertd az dltaldno-
sitott korreldcios figguények tulajdonsigait vizsgalni. Ezért vezessiink be lineéris
operatorokat a d dimenziés H Hilbert-téren, amik a bézisvektorokat egymasba
transzformaljak.

Tosley) = lov), T3 = dyabia. (80)

Ezek az dtmeneti operdtorok olyan d x d méretdi matrixokként reprezentalhatok,
amelyek csak egy nem nulla elemet tartalmaznak. A d? darab operator bézist alkot
a Lin H téren, igy tetszGleges fizikai mennyiség operatora kifejthets ezen. Példaul
(76) kifejezésben feles spin esetén S7 = —3T; || + %Tim- Lathato, hogy ezen ope-
ratorok varhatoértékei pontosan az egyracspontos p; allapot matrixelemei lesznek.
Hasonléan bevezetve az i, j-edik racspontra a T;,7T; operatorokat, a korrelacios
fiiggvények megadhatok a stirtiségmatrixok elemeivel:

_ Y SR AN R
C(Qilj7ﬂ,v§7177},w§vj) = (Tip ® Tjﬁ/;'yj> - <ﬂ,v£7¢><7},v;wj> = Ojj -0 o5 -

(81)

A (79) Osszefiiggés minen O;, O; operatorra teljesiil, igy T;, T; operatorokbol
elgallitott altalanositott korrelacios fiiggvénykre is érvényes, S6t, ketténél tobb
operator kiilonbo6z6 &-korrelacios fiiggvényére is.

Munkam sordan DMRG szamitésokat végeztem a (3) Ji—Jo modell, valamint a
(4) bilinearis-bikvadratikus modell kiilonb6zs paramétereinek megvélasztasa mel-
lett, és vizsgaltam a £-kolesonos informacio (41) és a &-korrelacios fliggvények
viselkedését. A modellek analizisét jelenleg csak N = 32 hossziisagu lancok ese-
tén vizsgaltam, mivel jelenleg az altalam implementéalt post-DMRG fiiggvények
numerikus optimalizélasa folyamatban van. Ez a lanchossz a kritikus modelleknél
nem elegendd a lecsengések pontos illesztéséhez, viszont az exponensben a (79)
Osszefliggés értelmében felléps kettes faktor ellendrzésére jol szolgal.

A 2.4.1. fejezetben targyalt elemi részrendszereket csupan a hozzajuk rendelt
Hilbert-tér jellemzi, ezért — ahogy a 4. abran lathato — az ij|k tipusu felosztasok
kozott csupan kombinatorikai értelemben tettiink kiilonbséget. Spinlanc esetén ez
a szimmetria nem tarthato, viszont fizikailag intuitiv a 9. abran lathaté modon
megvalasztani a haromelemt részrendszerek pozicidjat: a kozépsének kiszemelt
racspontot b = % helyre rogzitem, a két széls6 pontot pedig szimmetrikusan [
racsallandonyival tavolabb helyezem el, azaz a(l) = 5 — 1, és ¢(l) = § + 1. Ezzel a
korrelacios fliggvények és az allapot korrelaciomértékei — a és ¢ cimkéken keresztiil
— egyvaltozosak.
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1 a N =12
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
becla
alblc ablc
aclb

=3 , 1=3

< T >

9. dabra: Azl fliggvényében felvett harom elemi részrendszer, és az dltaluk megualdsitott
lehetséges (nemtrividlis) particick N = 12-re bemutatva.

31 1 o6
29 3 1.2 '
G—g G\S
27 30 32 2 5 05 -
o—= 1

[o2)
~
o
[e¢]
S(04) blokkentrépia
o
o

0.6
22 10, © "

20 12 0.4
—. .
21 18 15 14 11 ol

o—y
19 ®\> N 18 0.2
17 15 o s i

15
o) £ blokkméret

L
20 25 30

10. dbra: A Majumdar—Ghosh-modell alapdllapota teljesen dimerizdlt, igy az I; (4,7 €
L) pdrkorreldcio (pdronkénti kolecsonds informdcid) és az S(oa) (|A| = £) blokkentropia
jellegzetes viselkedést mutat.

5.1. Feles spini J;—J; modell

A (3) modell két jellegzetes pontjanak alapéllapotéanak vizsgalatan keresztiil
mutatom be a fent emlitett mennyiségek szemléletes jelentését.

5.1.1. Majumdar—Ghosh-pont: J, = %Jl

Ahogy a bevezetésben emlitettiik, a (3) modell alapallapotban teljesen dimeri-
zalt, tehat az alapallapot szorzat alakban irhato:

V) = lop2y) @lopay) ©. . (82)

és az energia a (69) |¢41}) szingulett kétések e5 = —% energidjanak az Osszege:
€= %gs.
Ebben az egyszert esetben a 10. abran lathatd parkorrelacio- és blokkentropia-

grafikon értelmezhets a szingulett éllapotoknak, mint kotéseknek az elvagasaval.
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11. ébra: Az{a,b,c} C L hdaromelemd rendszer lehetséges felosztdsai a dimerizdlt ldncon
=1 ésl =2 esetén.

A fent emlitett modon kivalasztott harom racspont allapota o.c = Trpy(ap.c}(0)-
(Ahol nem vezet félreértésre, ott tovabbiakban, példaul, a Tapje = Lap)c(Oabe) egysze-
riisitett jelolést hasznéaljuk.) Tiszta allapotok (16) Schmidt-dekompozicidja miatt
Try |pg2y) (D] = Tro [d19y) (Dg1,23|- Ezzel az egyracspont-entropiak barmely [
esetén

Sy =S, =5, =1In2. (83)

Abban a speciélis esetben, amikor a harom kivéilasztott racspont kozvetleniil egy-
méas mellett van (I = 1), az egyik par biztosan szingulettet alkot. Ekkor a két- és
haromracspontos entropidk a 11. dbra elrendezését hasznalva

Sab:O SaC:SbCZQIHQ,
Sabc =1In2

a von Neumann-entrépia additivitasat kihasznalva. FEz szemléletesen azt jelenti,
hogy egy részrendszer entropiaja annyiszor In 2, ahany , kotés elvagasaval” (parcia-
lis nyomképzéssel szingulett allapotra valo hatéssal) kapjuk meg a teljes rendszer-
bél. Ekkor a kélesonds informéciok (41) alapjan az [ = 1 konfiguraciora:

[a|b =2In2 Ia|c = Ib\c =0,
]ab|c =0 [ac|b = ch|a =2In 27
[(z|b|c =2In2.

Viszont minden [ > 1 esetén, a részrendszer elemszaméval megegyezs kotést kell
elvagunk, ahogy a 11. abra als6 része is mutatja, ezért minden tovabbi koélesonos
informacié nulla (a vizsgélt a, b, ¢ pontokra).
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Ezen kiviil még az is lathato, hogy teljesiilnek az altalanosan fennall [25]
Lige — Lijiw = Liy; (84)

alakt Osszefiiggések, aminek jelentésére a késGbbiekben szemléletes képet kapunk.

Hasonloképpen értelmezhets a blokkentropia racspontonkénti ugralasa. Paros
racspontot tartalmazo blokk esetén a rendszer allapota korrelélatlan, paratlanra
pedig korrelalt az A|B felosztasra nézve.

oq1,..2k} = |P,21) (P @ - @ |dpor—1,26)) (P{2k—1,2} | (85)
011, 2k+1} = 0f1,...2k} @ Tronyo [Oponr1,2642)) (Dg2rr1,2042}| (86)

Ezért a blokkentropia S(oqi,..2ry) = 0 és S(oq,.. 2k+13) = In 2 érték kozott oszcillal
a lanc mentén, amit a 10. abran is lathatunk.

Az elmondottakbol és a (79) alapjan kovetkezik, hogy minden korrelacios fiigg-
vény minden [ > 1 helyen zérus. Nem nulla értéket akkor vehet fel egy korrelacios
fiiggvény, ha [ = 1, és a két racspont szingulett allapotot alkot egymassal.

5.1.2. Els6szomszéd kolcsonhatas: Jy, =0

A masodszomszédok kozti kolesonhatést elhagyva a (3) modellbdl, a kozis-
mert feles spint antiferromégneses (J; > 0) Heisenberg-lancot kapjuk. A rendszer
kritikus, hosszi tavi korrelaciok jelennek meg, amit a 12. abran lathato koleso-
nos informécié jol mutat. A diszperzids relacié alacsony energias gerjesztésekre
(k) = J15|sin k| alaki, azaz k = 0-ban és k = m-ben lagy moédusok jelennek meg,
ezzel két racspontos periodicitas alakul ki a lancon. Belathato, hogy a blokkent-
ropia kritikus rendszerekre

Sa(f) o In [? sin (W)] (87)

alakt, amelynek Fourier-spektrumabol szintén a fenti periodicitas adodik [40, 7).

A (76) alaku korrelacios fliggvények algebraian n = 1 kitevével csengenek le,
ahogy a 13. abran lathato, valamint megfigyelhets alc felosztas esetén nagy [ ér-
tékekre a feliileti exponens (ns ~ 2) hatésa. Jol lathato, hogy az alc és ac|b fel-
osztashoz tartozd mennyiségek nem érzik a kettes periodicitast, mivel a(l) és ¢(1)
két racspontonként tavolodnak egyméastol. Haromrészes S* korrelacios fiiggvények
eltiinése a 2. tablazatban feltiintetett N = 4-es lanc DMRG-hullamfiiggvényével
demonstralhato, ugyanis a spintiikrozott allapotok egyiitthatoi megegyeznek, ezért
a paratlan S, operatort tartalmazo varhatoértékek (és az ehhez tartozo korrelacios
fliggvények is) nullak.

A 14. &bran lathato, hogy teljesiil a (79) allitas, azaz a korrelacios fiiggvé-
nyek maximum fele olyan gyorsan csengenek le, mint a kolesonos informécié. St
az Osszefiiggésre numerikus egyenl@séget is talaltunk bizonyos dtmenetioperator-
kombinaciok mellett.
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12. dbra: A feles spint Heisenberg-modell paronkénti kélcsonds informdcidja és a blok-
kentropidja 70l mutatja o kritikus rendszerek viselkedését.
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13. dbra: Korreldcids figguények és kélcsdonds informdcick feles spinii Heisenberg-
modellre. A Hamilton-operdtor diagonalizdldsdandl kirétt 1079 tolerancidhoz képest a
hdromrészes S* korreldcids fiigguények eltinnek, tehdt nem ezek a fizikai operdtorok
feleldsek az dllapot hdromrész-korreldcidjaért.
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2. tabldzat: DMRG-szdmolds feles spind Heisenberg-ldnc alapdllapotdra S7,, = 0 meg-
szoritdssal.
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14. dbra: Adott felosztdsra vett kélcsonds informdcid és a leglassabban lecsengd dltaldnos

korreldcids fiigguény illesztése S = %—es Heisenberg-modellre. Szaggatott vonal a tébbi

korreldcids fiigguény meredekségét mutatja.

5.2. Bilinearis-bikvadratikus modell

A kévetkezdkben a (4) modell 2. 4brén feltiintetett fazisdiagramjanak nevezetes
pontjait elemzem.

5.2.1. Vegyértékkotést modell (VBS): 0 = arctg 5

A (4) modell 4.1. fejezetben bemutatott AKLT-megoldéasa soran lattuk, hogy
minden szomszédos racspontpart szingulett kotés kapcsol 6ssze, és ahogy a 15. ab-
ran latszik, a nem nulla gap miatt nincsenek hosszu tava parkorrelaciok. A blok-
kentropia telitédik, hiszen Osszehasonlitva a (68) egyenlet abrajat, és a 11. abran
lévés véazlatos rajzokat, a VBS-allapotban — tavol a szélektdl — barhol kettévagva a
lancot egy szingulett kotéshez tartozo entropiat kapunk (In2).

A VBS-allapotot azért kényelmes vizsgalni, mert a Haldane-fazis egy olyan
pontjaban van, ahol a korabban latott modon egzakt megoldéas adhato, valamint a
korrelacios fliggvények tisztan exponencialis lecsengésiiek gi = In 3 =~ 1.099 kitevs-
vel [41]. A kettes faktor az exponensekben tisztan latszik, ami megerdsiti a korab-
bi eredményeket [39]. Az tjonnan alkalmazott haromrész-korrelaciok segitségével
jol lathato, hogy a rendszerben egy karakterisztikus hossz van, az 6sszes kolcsonos
informacio a részrendszerek kozotti legkisebb tévolsag fliggvényében cstkken a em-
litett & kitevs szerint. Tovabba minden f-re jol teljestil I,y = Lapje = Locja = Lajples
azaz abc rendszer ilyen szempontbol érzéketlen a feldarabolasra, ami a révid kor-
relacios hossz velejaroja.

A 2. dbra tanulsaga szerint az AKLT-pontboél a rendszer 6 valtoztatasaval foly-
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15. dbra: Az AKLT-modell paronkénti kélcsénds informdcidja és a blokkentropidja.
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16. dbra: Az AKLT-modell tisztdn exponencidlis lecsengést kolcsonds informdcioi.
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17. dbra: Pdronkénti kélcsonds informdcio és blokkentropia S = 1-es spind Heisenberg-
modellre szdmolva.

tonosan atvihets a @ = 0 Heisenberg-modellbe, melynek kiértékelésével a kovetkezd
fejezetben foglalkozom.

5.2.2. Heisenberg-modell: 6§ =0

Az S = 1-es spint Heisenberg-modellben a &. ~ 6.03 korrelacios hossz nagyobb,
mint a VBS-modellben, ezért parkorrelaciok nagyobb tavolsagokban is megjelen-
nek valamint a blokkentroépia is kés6bb szaturalodik, amit a 17. abra is aldtamaszt.

A 18. abréan feltiintetett I, Iy, kdlesonos informaciok a vartnak megfelels vi-
selkedést mutatnak, azonban I, tombi részére nem lehet illeszteni, mert az N = 32
hosszusagu lanc esetén — a Haldane-fazis topologikus védettsége miatt — a végek
felé haladva a végspin-korrelaci6 tul gyorsan felergsddik. Viszont gapes modellek-
ben egy karakterisztikus hossz van, ezért a feliileti exponensnek meg kell egyeznie a
tombivel. Ha egy résznek vessziik a végspineket, nagy [-re az allapot ac|b-k6lesonos
informéacioja nem ng vissza, érzéketlen a végspin-korrelaciora, melynek mennyisége
I4)c. Viszont az ac|b felosztés finomitasara vett korrelacio (Iop).) mar tartalmazni
fogja a végspinek kozti korrelaciot, ezzel eleget téve (84) Gsszefiiggésnek.

5.2.3. A Haldane-fazis két oldalan: 6 = ig

A 0 = £7 pontban a gap becsukédik mindkét oldalon, ezért hasonlé viselke-
dést kapunk abban a tekintetben, hogy a modellek kritikusak, &m kiilonbség, hogy
a blokkentropiaban kettes-, illetve harmas periodicitasi ugrasok jelennek meg. A
0 = +7 értéknél, az tgynevezett Lai-Sutherland-pontban a probléma integrélha-
t0, és a lagy modusok £k = O,i%’r—nél jelennek meg. Ez a ldtszdlag trimerizdlt
fazis egészen 0 = T-ig, a ferromagneses fazis hatardig stabilis. A 6 = —7-ben —
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18. dbra: Heisenberg-modell végspin-korreldcidjanak megnyilvanuldsa a kolcsonés infor-
mdciokban.

Takhtajan—Babujian-féle szintén integralhaté6 pontban — pedig a ldtszdlag dime-
rizalt fazis jelenik meg, igy k = 0,7 értékeknél a gap nulla. A latszolag jelzd
arra utal, hogy a véges rendszerben lathato oszcillacio a végtelenracs-hataresetben
(N — 00) eltiinik, ezek csak a lagy modus helyeit mutatjak.

A geometriai értelemben szimmetrikusan megvalasztott a|b és b|c felosztasok-
ra vett kolesonds informacio lefutasa megegyezik — a 20. abran lathaté modon
— egy racspontnyi eltolodastol eltekintve. Ugyanakkor az a|c-korrelacioban nem
lathatok azok a kettes ,lépcs6k”, mint az el6bb emlitettekben. Korreldciok szem-
léletesen 11. dbréval értelmezhetdk, csak a teljes dimerizacid helyett erds-gyenge
valtakozo kotéseket képzeliink a racspontok kozé. Az alb felosztas esetén mig b
rogzitett, addig a a lépések sorédn hol gyenge-erés, hol erds-gyenge kotést vag el.
Hasonldé mondhato6 b|c-re is, viszont alc felosztéas ilyen tekintetben szimmetrikus
az tavolsag novelése soran. A gondolatmenet tovabbvihet§ a haromrészes esetre
is. Alapéllapot eltolasi invariancidja miatt a fenti kiillonbségek is elttinnek a ter-
modinamikai hataresetben, a korrelaciok ,kisimulasahoz” hosszabb lancon végzett
szamolas sziikséges.

5.2.4. A dimerizalt fazis kézepén 0 = —7

Mig a latszolag trimerizalt kritikus fazis kiterjed a ferromagneses tartoményig,
addig a Haldane-fazis masik oldalan a gap egybdl visszans. A fazistér ezen pont-
jaban is kettes periodicitds mutatkozik a blokkentropidban, hasonld a 19. abra
jobb oldali (¢ = —7-hez tartoz6) grafikonjahoz, de az entropia szaturalodik, és
az oszcillacio amplitidoja termodinamikai (N — oo) hataresetben is megmarad.
Ezért ez egy walodi dimerizalt fazis. A modell gapes volta miatt a korrelaciok
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19. dbra: A trimerizdlt™ és ,dimerizdlt” (0 = +7%, ill. § = —7 ) dllapoti ldnc blokkent-
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20. dabra: 0 = —7 esetén a kétrész- és hdromrész-korreldciokon megmutatkozd ldtszélagos

dimerizdcio, amely megfelelden hosszu lancra eltinik.
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21. dbra: A bilinedris-bikvadratikus modell energiarésének 6 = —%” korili viselkedése a

hdrom lehetséges elmélet szerint [40].

exponencialisan csengenek le, de ezen kiviil egyéb tulajdonsagok hasonléak, mint
a 19. abran lathatok.

5.2.5. Spin nematikus fazis: 6\ —?jf

Tovabb haladva a 2. 4bran lathato fazisdiagramon a 6 = —%’r ferromagneses at-
alakulasi pont felé kozeledve talalhato a szakirodalomban spin nematikus fazisként
ismert tartomény, melynek létezésérdl élénk vita folyik manapsag is [42, 43, 44].
A kiterjedt gapes dimertartoményban a Hamilton-operator eltolasi invarianciaja
sériil, a ferromégneses fazisban pedig az SU(2) szimmetria spontan sériilése ko-
vetkezik be, &am semmi nem indokolja azt, hogy a fazisatalakuldsok ugyanabban a
pontban kdvetkezzenek be. Chubokov feltevése szerint a dimer fazisban 1évé gap
még 6 = —3T el6tt egy kritikus pontban elttinik, majd djra kinyflik [45]. Egy
mésik lehetGség, hogy a két fazis kozé egy kritikus tartomany ékel6dik be, tovabba
az is elképzelhets, hogy a ferromégneses fazisig végig gapes a modell. A harom
kiilonboz6 elképzelést a 21. Abra mutatja sematikusan.

A blokkentrépia és kolesonos informéaciok 22. abran lathato profiljabol nem
lehet biztosan allitani, hogy a modell kritikus, vagy gapes viselkedést mutat. Na-
gyobb lanchosszra van sziikség a valodi karakterisztika feltérképezéséhez, melyben

reményeink szerint nagy segitségre lesz a tobbrész-korrelaciok vizsgalata.
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kolesonos informacié

22. dbra: DMRG-szdmolds a 0 = —0.7257 paraméterértékre, a spin
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6. Osszefoglalas

Tudoményos diakkori munkdm soran a modern szilardtest-fizika egyik kozép-
ponti témajaval, egydimenzios erdsen korrelalt rendszerekkel foglalkoztam, kiemel-
ten a Haldane-fazist is megval6sito bilinearis-bikvadratikus modellel. Kutatémun-
kam keretében megismerkedtem a BUDAPEST-QCDMRG [47] kod felépitésével és
hasznalataval, kiilonos figyelmet forditva a matrixszorzat-allapotot hasznalo elja-
rasokra, melynek tovabbfejlesztése volt az egyik {6 célom, ezzel hatékony eszkozt
adva a sokrész-korrelaciok numerikus vizsgalatdhoz. Nagyobb lanchossz esetén
lehetGség nyilik haromnal tobb, s6t a lanc mentén kiilonb6z6 geometriat megva-

A

folyoiratban valé publikicié anyagat fogjak képezni.
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1. Fuggelék

A kutatomunkamat — melynek eredményei a dolgozatban szerepelnek — 2016.
elején elséves MSc-hallgatoként kezdtem a Wigner Fizikai Kutatokozpont Szilard-
testfizikai Intézetének Erdsen Korreldlt Rendszerek ,,Lendilet” kutatocsoportjaban.

Miutan megismerkedtem a DMRG elméleti alapjaival, a csoport altal fej-
lesztett Matlab [48] alapi BUDAPEST-QCDMRG [47] kod felépitését tanul-
tam meg. Ezaltal egyszert szamitésokat végeztem kiilonosen a bilinearis-
bikvadratikus modell egzaktul megoldhaté VBS pontjaban, hiszen ez nyujt
egy alapvetd tesztelési lehetdséget sajat, MPS alapa kényvtaramhoz.

A DMRG altal meghatarozott optiméalis MPS alakt hullamfiiggvényt fel-
hasznalva olyan rutinokat irtam, amely tetsz6leges operator varhatoértékei-
nek, kiilonb6z6 allapotok kozti atmeneteinek, redukalt stirtiségmatrixnak és
ebbdl szarmaztatott mennyiségek (entropia, kolesonos informacio, sokrész-
korrelacios mértékek, . ..) szamitasat végzik.

Ezzel parhuzamosan a 0Osszefonddés-elmélet alapjaival ismerkedtem meg,
részben a Kvantum-dsszefonddds c. specialkollégium keretében, részben pe-
dig [24] munka vonalvezetését kovetve.

A 2. fejezetben ismertetett transzparens matematikai struktira (részrend-
szer, particio, particiok halmaza) implementéalasat is elvégeztem, mivel az
ilyen (mind matematikai, mind szintaktikai) objektumok cimkézik a rész-
rendszerek kozti korrelacios és Gsszefonddas mértékeit.

Mindezek felett alapvets egydimenzios modellek elméletét [37, 49] is tanul-
tam a munkamhoz sziikséges irodalmi hattéranyag Osszegytjtése mellett.

Sziikséges eljarasok implementalasa utan a vizsgalt modellek fazisterének kii-
16nb6z6 pontjaiban DMRG-szamitasokat futtattam, és a kapott eredmények
kiértékelését végeztem. Az eredményeimet Gsszevetettem a szakirodalomban
korabban publikaltakkal, illetve 1j, az altaldnos korrelacios fliggvényekre vo-
natkozo tobbrészes mennyiséget szamoltam ki.
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