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KivonaT. A kvantumrendszerekben megjelend korrelaciok sokkal erésebbek lehetnek a klasszi-
kus rendszerekéinél, melynek legfontosabb megjelenési formaja a kvantum-osszefonédas. Két
részrendszer Osszefont vagy szeparalhaté lehet, de ketténél tobb részrendszer esetén ez az osz-
talyozas joval bonyolultabba valik, melyet részleges 6sszefondédéasnak neveznek.

A dolgozatban attekintjiik a sokrészii Osszetett rendszerek kvantum-osszefonodasanak ma-
tematikai lefrasat, majd vizsgaljuk a tiszta Dicke allapott kvantumrendszerek részleges Ossze-
fonodasat tetsz6leges dimenzioju (qudit) elemi részrendszerekre. Ehhez kiszamitjuk a Dicke
ményeknek a felhasznalasaval kiszamitjuk a Dicke allapotok kiilonb6zd tipusi részleges 6sszefo-
noédasainak mértékeit, melyek altal kimerit&en jellemezziik az ilyen allapott kvantumrendsze-
rek részleges 6sszefonodéasat. A Schmidt-dekompozicids eredményeink felhasznalasaval megad-
juk a Dicke-allapotok matrixszorzat alakjat, amely felirasara kevés expliciten kiszamolt példa

létezik az irodalomban.
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1. BEVEZETES

1935-ben Erwin Schrodinger megalkotta az Osszefonodas kifejezést [1], kiemelve, hogy

wlaz dsszefonddds| a kvantummechanika nem egyik, hanem inkdbb a legfontosabb
jellemzdje, amely kikényszeriti a klasszikustol eltéré gondolkoddst.”

A kvantumrendszerekre jellemzG szuperpozicio elvébdl kovetkeznek a részrendszerek kozotti agy-
nevezett nemklasszikus korrelaciok. Ilyen példaul az 6sszefonodas, ami a nemklasszikus korrela-
ciok legfontosabb megnyilvanulasa. Klasszikus korrelaciok létrehozhatok a részrendszereken vég-
zett, ,lokalis” mrtiveletekkel és a koztiik 16vs klasszikus kommunikacidval, amit a koztiik atvitt
klasszikus rendszerekkel valo klasszikus kolcsonhatasokkal lehet megvalositani. Osszefonodéasrol
beszéliink akkor, ha a korrelaciokat ezek segitségével sem lehet 1étrehozni, hanem ehhez valo-
di kvantumos kolcsonhatas kell. Ez egy a klasszikusnal erésebb korrelacid, amelyet kihasznélni
nehéz, de fontos eréforras a ,kvantum el6ny” eléréséhez, a kvantumalgoritmusokban, kvantum-
komminukacioban, kvantumtitkosirasban, melyek napjaink népszert kutatési témai [5].

Sok qubit Osszetett rendszerének Dicke-allapotai erésen, de nem maximélisan Gsszefont alla-
potok, melyeknek fontos szerepiik van a kvantum hal6zatokban, kvantum jatékelméletben vagy
kvantum metrologiaban. A jelen dolgozatban ilyen allapotok sokrészosszefonodésat fogjuk vizs-
galni altalanosabb, qudit részrendszerek esetében. Ehhez elGszor a 2. fejezetben attekintjiik a
kvantummechanikdban hasznalt Hilbert-tér formalizmust véges dimenzids esetben, majd a 3. fe-
jezetben felhasznaljuk ezeket az ismereteket a diszkrét véges kvantumrendszerek leirasara az
allapotterek bevezetésével, egy példat, a qubitet részletesebben megvizsgalva. Ezutan a 4. feje-
zetben megvizsgaljuk a sokrészii diszkrét véges Osszetett rendszerek leirasat, majd bevezetjiik
ezeknek a rendszereknek a korrelacidjat és osszefonodésat, illetve bevezetjiik az ezeknek a szam-
szertsitéséhez hasznalt matematikai modszereket. Ezek utan az 5. fejezetben bevezetjiik az elemi
szimmetrikus, vagy Dicke-allapotokat, és megvizsgaljuk ezen allapotok tulajdonsagait qubit (két
dimenzios) és qudit (tetsz6leges dimenzios) esetben, amiknek segitségével a 6. fejezetben kiszé-
mitjuk az ezen allapotokbdl képzett tiszta allapotok korrelaciojat és Osszefonddésat, majd a 7.
fejezetben felirjuk a Dicke-allapotok méatrixszorzat (MPS, matrix product state) alakjat. Vége-
zetiil a 8. fejezetben Osszefoglaljuk az eredményeinket.

Az 1j eredményeink egyrészt a Dicke-allapotok Schmidt dekompozicidja dltalanos dimenzioju,
qudit elemi részrendszerek esetén (ez az eredmény qubitekre mar ismert az irodalombol), mdsrészt
a Dicke-allapotok Osszefonddasanak, illetve korrelaciojanak kiszamitasa, harmadrészt a Dicke-
allapotok MPS alakja altalanos dimenzioju, qudit elemi részrendszerek esetén (ez az eredmény
qubitekre mar ismert az irodalombol).

2. HILBERT-TEREK ES A KVANTUMMECHANIKA

A kvantummechanikdban a mérheté mennyiségeket vagy obszervabiliseket Hilbert-téren hato
linearis operatorokként reprezentéaljuk. Ezért ebben a fejezetben részletesebben megismerkediink
a Hilbert-terekkel [1,5,6].

2.1. Hilbert-terek. Egy H vektorteret a C szamtest feletti komplex Hilbert-térnek neveziink,
ha értelmezve van rajta egy belsd szorzat vagy skaldris szorzat, ami teljes normalt teret indukal.
A bels6 szorzat egy olyan

(2.1) () HxH — C

leképezés, amely nemnegativ, azaz egy vektor sajat magéval vett bels§ szorzata nem negativ,
vagyis (1,1¢) > 0. Nem degenerdlt, azaz ha egy vektor sajat magaval vett bels szorzata 0,
akkor a vektor az a nullvektor, vagyis (¢,1) = 0 < ¢ = 0. Konjugdlt szimmetrikus vagy her-
mitikus, azaz ha megforditjuk a belsé szorzatban a vektorok sorrendjét, akkor az eredeti belsé
szorzat konjugéltjat kapjuk, vagyis (i, ¢) = (@, ). Linedris a mdsodik argumentumdban, azaz
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véges szummara (1, >, Xiwi) = >, Ai(1, ;). Belathato, hogy mivel a bels§ szorzat konjugélt
szimmetrikus, illetve linearis az els§ argumentumaban, ezért az elsé argumentumaban konjugalt
linedris, azaz véges szummara (>, \jthy, ©) = >, Ni (s, ).

Ezek mellett belathato, hogy az ilyen tulajdonsigokkal rendelkezé belsé szorzatra érvényes a
Cauchy-Bunyakovski-Schwarz egyenldtlenség, ami szerint Vi, p € H-ra

Ha a térben van egy a fenti tulajdonsagokkal rendelkezs belss szorzatot, akkor definialhato egy
norma a

(2.3) 11l = V(¥ ¢)
modon, amellyel a Cauchy-Bunyakovski-Schwarz egyenlGtlenség, alakja Vi, p € H-ra
(2.4) [, @) < M1l - lleell-

‘H Hilbert-tér, ha erre a normara nézve teljes, azaz minden H-beli Cauchy-sorozat konvergél.

A vektorterekben a linearis kombinécio a fontos struktura, ezért azok a leképezések lesznek
fontosak, amelyek ezt megérzik. Egy A : H — H’ operatorra azt mondjuk, hogy linedris, ha
minden v¢; € H vektorra

Az ilyen A operéatorokat linearis operatoroknak nevezziik, és A € Lin(H, ) modon jeloljiik.
Belathato, hogy a lineéaris operatorok is vektorteret alkotnak. Egy &ltalanos A € Lin(H, K)
operator A € Lin(K, H) adjungdltjit ugy definialjuk, hogy minden ¢ € H és o € K esetén
(2:6) (o, Ay) = (AT, ).

A H Hilbert-tér dudlisinak nevezziik a Lin(#H,C) vektorteret, azaz a H térbdl a szamtestbe le-
képz6 linearis funkcionalokat. Ezt a teret H*-gal jeloljik. A Hilbert-tér elemei, és a tér dualisanak
elemei kozott be lehet vezetni egy kélcsonosen egyértelmi, konjugalt linearis megfeleltetést,

H — H
b=yl
ahol ¥T olyan funkcional, melynek hatasa
" — C
p — Ule) =9 Veeh

Ez alapjan bevezethetjiik a Dirac-féle bra-ket jelolést, ami szerint az ugynevezett ,ketvektorok”

2.7)

(2.8)

(2.9) ) € H,

illetve a ,bravektorok”

(2.10) (o)t =: (] e H*.

Ezek alapjan a [¢) € H és |p) € H vektorok skalaris szorzata pedig a
(2.11) (, o) = (blo)

alakban irhato.

Egy H Hilbert-téren bdzisnak neveziink vektoroknak egy olyan halmazéat, amelyek linearisan
fliggetlenek, és a tér barmely vektora elGallithato ezen bazisvektorok linearis kombinaciojaként.
A bazisvektorok szama, ami megegyezik a linearisan fiiggetlen vektorok maximalis szamaval, a
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Hilbert-tér dimenzidja, dim(H), ami a dolgozat soran végig véges lesz. A [d] = {1,2,...d} € N
jelolést hasznalva egy

(2.12) {15) €1 | j € [im)]}
bézisra azt mondjuk, hogy ortonormdlt, ha
(2.13) (¢il¢j) = bij

A tovabbiakban, ha kiilén nem emlitjiik, akkor ortonormalt béazisokat fogunk hasznalni. Mivel
minden vektor egyértelmtien felirhaté a bazisvektorok linedrkombinécidjaként, ezért egy tetszo-
leges |1) € H vektor felirhato a

(2.14) lv) = Zcz‘|¢z‘>

alakban. A ¢; egyiitthatokat agy lehet megkapni, hogy ezt a kifejezést megszorozzuk balrol |¢,)-
vel. Ekkor

(2'15) ¢J|¢ ¢]| Zcz¢ Zcz ¢J‘¢Z Zcz ji = Cj.

A H* téren is lehet definialni egy tgynevezett duélis bazist a H tér bazisvektorai alapjan a
(2.7) megfeleltetés segitségével.

Az I € Lin(H,H) = Lin(#H) operatort identitdsoperdtornak nevezzik, ha minden vektort
onmagaba képez, azaz minden [¢)-re I|Y) = |¢). Belathato, hogy barmely bazist hasznalva az
identitasoperator felirhaté az

(2.16) I= Z | i) (il
alakban. Ehhez hattassuk ezt egy tetszéleges |¢) € H vektorra.

(2.17) 1) = 32 (180 (6l ) [0) = D cil) = o).

Ez alapjan megkaphatjuk egy tetszSleges A € Lin(H) operator kifejtését, mivel TAI|y) =
TAl¢) = Aly), tehat

TAI = A= ZI@ ¢ZIAZ\¢J ¢]|—ZZ|¢@ (il Aly) (5] =
7ZZ¢1|A|¢J |¢z ¢J|7ZZAZJ|¢1 ¢j

Tehat a |¢;)(¢;| diddok bazist alkotnak a Lin(H) téren, és egy tetszdleges A € Lin(#) operator
ezen bézisvektorhoz tartozo kifejtési egytitthatoja A;; = (¢i|Alo;).
Egy A € Lin(H) operator nyoma, vagy trace-e

TH(4) = 3 (6400 = 300 (ZZMI@ (o] ) l3) =
_ZZZAJk ild)(Prli) ZZZAM%% D> A=Y Ak,
J k k

vagyis az operator matrixanak f6atlobeli elemeinek Osszege, amelynek az értéke, ahogyan késébb
latni fogjuk, bazisfiiggetlen, azaz ugyanaz minden {|¢z>} bézis esetén.

(2.18)

(2.19)
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2.2. Hilbert-terek tenzorszorzata. A H és K Hilbert-terek tenzorszorzatin a H, illetve K
Hilbert-terek elemeibdl képzett, ugynevezett elemi tenzorok altal kifeszitett vektorteret értjiik,
azaz,

(2.20) H®K = Span{|p) @ |¢) | [¢¥) € H,|p) € K}.
A tenzorszorzas miivelet bilinearis, azaz

(2.21a) (Z cilti) @ lp) = Zci(|¢i> ® lp))
(2.21b) lv) ® (Z cilgi)) = Zcz(|¢> ® |@i))-

Be lehet latni, hogy a H ® K vektortér is Hilbert-tér a

(2.22) (11 ® 1|2 ® o) = (P1]ha)n - (p1lwa)k

belss szorzattal, ahol a (-|-y¢ a H, a (-|-)x a K Hilbert-téren értelmezett belss szorzas. Legyen
{|¢i)n} bazis a H téren, és {|p;)x} bazis a K téren. Ekkor

V@) = (3 vildnn (Zsomsm):
—ZZWJ [Di)m @ |65)k ZZ ) @ 19)) ; (16302 © [8;)ic),

tehat a |¢;)n ® |¢j>;c elemi tenzorok bazist alkotnak a H ® K téren, és egy tetszsleges |[¢) ® |p) €
H ® IC elemi tenzor hozzajuk tartozo kifejtési egyiitthatoja ¥;¢;.

Vizsgaljuk a
(2.24) H @ H* = Span{[v1) ® (Yo| = |11) (o] | [¥1), [1b2) € H}

teret. Ez a tér izomorf a Lin(H) térrel, ha egy tetszleges A = |1)1) (12| € H @ H* eleme gy hat
egy |p) € H vektoron, hogy

(2.25) Alp) = (Iv1)(Wel)le) = [¥1)(¥2]0) € H.

Tehat H @ H* = Lin(#H). Emellett H ® £* = Lin(KC, H), és egy tetsz6leges |¢) (x| eleme gy hat
egy |¢) € K vektoron, hogy V|y)) € H, V|x) € K

(2.23)

(2.26) () (X le) = [¥){xle) € H.
Tetszoleges A € Lin(H1,H'1) és B € Lin(Ha, H'2), illetve |1h1) € Hy és |1)2) € Ho esetén
(2.27) (A B)(|¢1) ©[¢2)) = (Alyr)) @ (Bl2)).

Ezeknek az ismeretében bevezethetiink kiilonb6z6 operatorokon értelmezett miiveletek tenzor-
szorzatos, bazisfliggetlen értelmezését.
Korébban bevezettiik a Nyomot bézison a (2 19) moédon, most meg vizsgéljuk meg a miivelet
minden |¢) € H és (p| € H* ra
Tr:Lin(H)=HoH" — C
) el — (pld).

Belathato, hogy ez ekvivalens a korabbi bazisfiiggs (2.29) definicioval. Valoban egy tetszoleges
A € Lin(H) operator trace-e
(2 29)

ZZA;A@ (@3l) ZZAUTr |65)(¢51) ZZAW (Bilee) = 3D Aydiy = > Aui.
% J 7

(2.28)
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Tehat egy operator trace-e az operator matrixanak féatlobeli elemeinek Gsszege.

Korabban bevezettiik az adjungalast bazison, a (2.6) moédon, most viszont vizsgaljuk meg a
miivelet 4ltalanos definicidjat a tenzorszorzat segitségével. Az adjungélas olyan konjugalt linearis
miivelet, amely

TrHOK — K'oH*
(2.30)
W)y @le) — @l
Specialis esetben
(2.31) T:Lin(H,K)=K@H" — HQK" =Lin(K,H),

mivel véges dimenzioban (H*)* = H. Egy tetsz6leges A € Lin(H) operator adjungaltja
NN —— i ont —_— N
(232) 4T = (S Aslitl) = S S A (6N = 30 S Alivtil = 30 S (ANl
i g i g i g i g
Ez alapjan

(2.33) (AT)ij = Ajs.
Vagyis az adjungalt operator matrixa az operator matrixanak transzponélt konjugaltja.
A Lin(H) téren be lehet vezetni az Ggynevezett Hilbert-Schmidt skaldrszorzdst a
(|):Lin(H) — C

(2.34) (A|B) +—— Tr(A'B) VA, B e Lin(H)

modon. Belathato, hogy ez a mivelet valoban skalarszorzas, vagyis nemnegativ, (A|A) > 0,
nem degeneralt, (A]4) = 0 & A = 0, konjugalt szimmetrikus, (A|B) = (B|A) és a masodik
argumentumaban linearis, azaz véges szumméara (A|Y . A\;B;) = >, Ni(A|B;).

2.3. Kiilonleges linearis operatorok. Egy altalanos A € Lin(#, K) operatort fel lehet frni

dmin

(2.35) A= Z sl ) (Bil

alakban, ahol bevezettiik a dpyin = min{dim(#), dim(K)} jelolést. A (2.35) felirast az A operator
szinguldris érték felbontdsdnak nevezziik, ahol az {|o¢i>} € K ortonormalt bézis vektorait az
operator bal oldali szinguldris vektorainak, a {\ ﬂz>} € ‘H ortonormalt bazis vektorait az operator
jobb oldali szinguldris vektorainak és a 0 < s; € R szamokat az operator szinguldris értékeinek
nevezziik [1]. Egy operator rangjdn azt értjiik, hogy az operatornak hany nem nulla szingularis
értéke van, és rk(A) modon jeloljiik.

Normdlisnak neveziink egy olyan A € Lin(H) operatort, amelyre

(2.36) [A, AT] = AAT — ATA = 0.
Belathato, hogy az ilyen operatorok felirhatoak

(2.37) A= Z aglai) (o]

alakban, ahol az a; € C szdmok az A operator sajdtértékei és az |o;) € H vektorok, amelyek
ortonormélt béazist alkotnak, az operator sajdtvektorai. Fzt nevezziik az A operator spektrdlis
felbontdsdnak.

Onadjungdltnak vagy hermitikusnak neveziink egy olyan A € Lin(H) operétort, amelyre

(2.38) AT = A
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Ezek az operatorok nyilvanvalon normalisak, és a (2.37) spektralis felbontasukban az Osszes
sajatértékiik valos, azaz

(2.39) a; €R Vi

Ezt gy lehet bizonyitani, hogy a (2.37) segitségével felirjuk a (2.38) egyenletet, A = >, a;|a;) (| =
AT =37, a@5]a;) (. Ez akkor teljesiil, ha a; = @;, tehat minden sajétérték valos.
Unitérnek neveziink egy olyan A € Lin(H) operatort, amelyre

(2.40) Al =A71

Ezek az operatorok nyilvanvalon normaélisak, és a (2.37) spektralis felbontasukban az Gsszes
sajatértékiiknek az abszolut értéke 1, azaz

(2.41) la;| =1 Vi

Ezt gy lehet bizonyitani, hogy a (2.37) segitségével felirjuk a (2.40) egyenletet,
Af‘lﬂ = 2 2 aidglai)(aillag)(a;| = 32, |ail?lai)(ai] = T = 37, Jag){es]. Ez akkor teljesiil, ha
;| = 1.

Pozitiv szemidefinitnek neveziink egy A € Lin(H) operatort, ha minden |¢) € H-ra

(2.42) (6] 49) > 0.
Ha az A operator pozitiv szemidefinit, azt agy jeloljiik, hogy

(2.43) A>0.

Ezeknek az operatoroknak minden sajatértéke nagyobb vagy egyenls 0-nal, azaz
(2.44) a; >0 Vi.

Ezt tgy lehet bizonyitani, hogy a (2.37) segitségével felirjuk a (2.42) egyenletet, (¢|Ay) =
= (WI(X; ailas)(ail) [v) = 32, ai{®los)(asl) = 32, ail(¥]ai)|* > 0. Ez akkor teljesiil, ha a; > 0.
Projektornak neveziink egy P € Lin(#H) operatort, ha
pP?=p

2.45
(245 pi=p

azaz idempotensek és onadjungaltak. Ezek az operatorok nyilvanvalon normaélisak, és a (2.37)
spektralis felbontasukban az Gsszes sajatértékiik 0 vagy 1, azaz

(2.46) a; € {0,1}  Vi.

Ezt gy lehet bizonyitani, hogy a (2.37) segitségével felirjuk a (2.45) egyenletet, P? =
=22 > aiaglag){agl|og) (o] =32, a?la;)(a;] = X, aila;) (o] = P. Ez akkor teljesiil, ha
a? = a;, tehat minden sajatérték vagy 0 vagy 1.

P =

3. KVANTUMRENDSZEREK LEIRASA

Ebben a fejezetben attekintjiik a kvantumrendszerek leirasat a korabban bemutatott Hilbert-
tér formalizmus segitségével. Végiil egy példan, a qubiten bemutatjuk ezek konkrét hasznalatat.



8 DICKE ALLAPOTOK OSSZEFONODASA — TDK DOLGOZAT, 2023

3.1. Allapotterek. A kvantummechanikdban a mérheté mennyiségeket, vagy obszervdbiliseket
normalis operatorokkal reprezentaljuk. Diszkrét véges rendszereknek nevezziik az olyan rendsze-
reket, amelyeknél az obszervabiliseket véges dimenziés Hilbert-téren tudjuk reprezentélni [2]. A
dologozat soran ilyen rendszerekkel fogunk foglalkozni. Ha a Hilbert-tér dimenzidja 2, akkor a
rendszert qubitnek hivjuk, ha tébb, akkor quditnek. Ha megmériink egy obszervabilist, a mérés
eredményei az operator (2.37) spektralis felbontasaban szerepls a; sajatértékei, a rendszer mérés
uténi allapotai az operator |o;) sajatvektorai altal reprezentélt, tigynevezett sajatallapotai le-
hetnek. A Born-szabaly alapjan a rendszert leirja egy |¢) € H, ||¢|| = 1 dllapotvektor, és ha egy
ilyen |¢) allapotban mérjiikk meg az obszervabilist, annak a valoszintisége, hogy a; lesz a mérés
eredménye

(3.1) pi = [{ail) .
Ezek alapjan az obszervabilis varhato értéke a |¢) allapotban
(3.2)

Ejop(4) = Y pias = 3 lfail) P = 3 astwlai(ail) = (013 ailas) o] ) = (v1410).

Ha bevezetjiik a

(3.3) 7= o)l
operatort, amely egy l-rangt projektor, amit tiszta dllapotnak neveziink, akkor azt kapjuk, hogy
(3.4) Ejyy (A) = Tr(rA) = Tr(nfA) = (n|A).

Ha kiilonbo6z6 tiszta allapotokkal leirt rendszerek w; sulyokkal stulyozott statisztikus sokaségét
vizsgaljuk, akkor egy |t) allapot helyett tobb [¢;) allapot van, w; > 0 salyokkal, gy, hogy
>_jw;j = 1. Ekkor az A obszervabilis virhato értéke

(3.5) Efjy;)w;1; (A) = ijEwn(A) = ZTr[ll/)j)(i/)ﬂA]: Tr[(z wﬂ%)(ﬂ;ﬂ)A].
Itt bevezethetjiik a
(3.6) p= Z%Wﬁ@/fﬂ

operatort, amely egy pozitiv szemidefinit 1-nyomu operator, melyet kevert dllapotnak neveziink.
Ekkor azt kapjuk, hogy

(3.7) Equ,), (A) = Tr(pA) = Tr(p! 4) = (p|A).
Ezek alapjan bevezethetjiik az ugynevezett dllapotteret, aminek az elemei a fent definiélt p
operatorok, azaz

(38)  D(H)={peLin(H) | p= D whiy) sl [0y) € Mo [l = 13wy = 1.

A p € D(H) operatorokat sdridségoperdtoroknak nevezzik, és egy tetszGleges A obszervabilis
varhato értéke a p allapotban levé rendszerben

(3.9) E,(A) = (p|A) = Tr(pA).
Az allapottér specialis pontja az tgynevezett fehér zaj
1
3.10 =-1
(3.10) p=L

ahol d = dim(#), mert ebben minden (nemdegeneralt) obszervabilis minden mérési kimenete-

le é valoszintiségti. Vegylik észre, hogy a stirtiségoperator (3.8) definicioban felirt alakja nem
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spektralis felbontés, hanem egy altalanos konvex felbontas, mivel a {Wz)} vektorok nem orto-
gonalisok, csak norméaltak. Ennek a konvex felbontasnak a specialis esete a spektralis felbontas,
amiben a felirasban szerepld vektorok ortonormaltak. Egy p € D(H) stirtiségoperator spektralis
felbontasara a

(3.11) p=D_Milviwil

jelolést hasznaljuk. Belathato, hogy a (3.8) definicié ekvivalens a
(3.12) D(H) = {peLin(H) | p' =p>0,Tr(p) =1}

definiciéval, vagyis a strtiségoperatorok pontosan a pozitiv szemidefinit 1-nyomu operatorok.
Hasonl6an definialhaté a tiszta allapotok tere, amelynek az elemei a fentebb bevezetett 7 tiszta
allapotok, azaz

(3.13) P(H) = {m € Lin(H) | 7 = [¥) (4], [¥) € H,|[¢]| = 1}.
Ezekre a terekre (3.8) alapjan fennall az, hogy az allapottér a tiszta allapotok konver burka,
(3.14) D(H) = Conv(P(H)),

azaz egy p € D(H) stirtiségoperator felirhato tiszta allapotok konvex kombinaciojaként,
(3.15) p=_ wim,

J
ahol Y jwj =1 Emellett belathato, hogy a tiszta dllapotok az allapottér extrém pontjat,
(3.16) P(H) = Extr (D(H)),

ami azt jelenti, hogy ha egy m € P(H) tiszta allapotot fel akarunk frni p € D(H) stirtiségope-
ratorok konvex kombinaciojaként, azt csak egyféleképpen lehet megtenni, a7 =1-7+>,0-p
modon [1]. Belathato, hogy az allapottér valos dimenzidja

(3.17) dim(D(H)) = dim(H)* — 1,
a tiszta allapotok terének valos dimenzidja pedig
(3.18) dim(P(H)) = 2dim(H) — 2.

3.2. Qubit. Qubit esetén dim(H) = 2, ez alapjan az &allapottér dimenzidja dim(D(’H)) =3
és a tiszta allapotok terének dimenzitja dim(P(H)) = 2. Mivel 2 dimenziés Hilbert-tére a feles
spint tudjuk abréazolni, valasszuk bazisnak az SU(2) csoport generdtorait, azaz az ugynevezett
Pauli-operdtorokat és az identitasoperatort, tehat a bézis az

(319) {1701,02,0'3}
elemekbsl all. A Pauli operatorok onadjungéltak, of = o,, nyomtalanok Tr(c,) = 0, szor-
zatszabalyuk o,0, = Oqpl + izz’zl EabeOc, kommutacios relaciojuk [o,, 0] = 040p — 0po, =

21 Zi:l EabeOc, antikommutacios relaciojuk {o,,0p} = 04,0 + 0p0qa = 20441. Vezessiik be a
(3.20) V101 + V909 + V303 = VO

jeldlést, ahol v = (v, v, v3) € C3. A Pauli operatorok tulajdonsagai alapjan

(3.21) (vo) - (uo) =vul +i(v X u)o.

Legyen egy tetszéleges p € D stirtiségoperator elgallithato a

(3.22) p= %(I +ro)
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alakban. Az % szorzo6 azért kell, mert igy lesz a p nyoma 1. Mivel pt = p, ezért az r elemei mind

valosak, tehat r € R3. Ezeket az r vektorokat Bloch-vektoroknak nevezziik. Tehat (3.22) egy
(3.23) R® — D
' T p(r)

affin leképezés, mert tartja a konvex kombinaciot, azaz ha wy >0, ), w; = 1, akkor

(3.24) p(z; WZ-) = Z w;p(T;).

Ez azért fontos, mert igy a Bloch-vektorok R3-beli geometrisja megfelel a D allapottér geomet-
ridjanak.

Egy p stirtiségoperator pontosan akkor ir le tiszta allapotot, ha idenpotens, azaz p? = p. Ekkor
a stirtiségoperatorok (3.22) alakjaval azt kapjuk, hogy

1 1 1 1
(3.25) Pt =5 +ro)5 (I +10) = 1(1 + ||+ 27'0) =p=5+r0).
Ez akkor teljesiil, ha £ (1 + ||r[|?) = 1, azaz akkor ha az 7 hossza 1,
(3.26) [lr|]| = 1.
Tehat a lehetséges r Bloch-vektorok egy 1 sugart gombfeliiletet hataroznak meg, amit Bloch-
gomb(feliilet)nek (Bloch sphere) hivunk. Ezek alapjan a qubit tiszta allapotok tere

1

(3.27) P:{i(I—Fro’)‘TER37\|T|\2:1}.

Mivel az allapottér a tiszta allapotok konvex burka, ezért az allapotokat leir6 lehetséget r Bloch-
vektorok egy 1 sugari tomor gdmbot hataroznak meg, amit Bloch-gombnek (Bloch ball) hivunk.
Ezek alapjan az allapottér

(3.28) D= Conv(P) = {J(I +70) [ r e B, |Irf? <1},

Az allapottér specidlis pontja az r = 0 nullvektorhoz tartozé p(0) = LI allapot, amit fehér

zajnak neveziink.
A stirtiségoperatorok sajatértékeinek és sajatvektorainak meghatarozasahoz az identitasopera-
tor tulajdonsagai miatt elég meghatarozni az ro operator sajatértékeit és sajatallapotait. Mivel

(ro)? = ||r||?I és Tr(ro) = 0, ezért a sajatértékek négyzetei ||r||? és az 6sszegiik 0. Ezek alapjan
a két sajatérték £||r||. Tehat az ro operator spektralis felbontésa
(3.29) ro = |[rll - los) (el = Irll - lo-) (|-

Mivel a |p4) és |p_) sajatvektorok bazist alkotnak H-n, ezért az identitasoperaor felirhat6 az
I = o) (o] + o) {p—| alakban. Ez, és az ro operator (3.29) spektralis felbontasa alapjan a
sajatvektorokbol képzett didadok, amik allapotok a

(3.30) fesdtpal = 5 (12 7).

moédon irhatok fel. Mivel p(r) = (I + ro), ezért a p sajatértékei

1
(3.31) Ae = (1%l
Ezek alapjan a p stirtiségoperator spektralis felbontasa felirhato a
(3.32) p=Aplop) (o] + Al ) (o]

alakban.
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A Bloch-vektorok geometriaja nyelvén a p stiriiségoperator sajatvektoraibol képzett |1 ) (4|
tiszta allapotokhoz tartozé r+ Bloch-vektorokat tigy lehet (3.30) alapjan megkapni, hogy vessziik
a p(r)-hez tartozé r Bloch-vektort, mindkét irdnyba meghosszabbitjuk, és ahol metszi a Bloch-
gdébmbdt, ott lesznek a keresett ro = :I:H:—H vektorok, és a sajatértékek megadjak, hogy a két
tiszta allapot kozé behuzott egyenest milyen ardanyban osztja a p(r) striiségoperator, ahogyan
azt az 1. abran is lehet latni.

1. ABRA. A |pi)(p4] tiszta allapotok meghatarozasa.

4. OSSZETETT RENDSZEREK KVANTUMELMELETE

A dolgozatban t&bb részrendszerbdl allo, tigynevezett Gsszetett rendszerekkel fogunk foglalkoz-
ni, ezért ebben a fejezetben attekintjiik az ilyen rendszerek leirasat, illetve az ezeket a rendszereket
jellemz& korrelaciot és dsszefonodast, valamint az ezek szamszertisitéséhez sziikséges matematikai
modszereket.

4.1. Rendszerek, részrendszerek és allapotterek. A dolgozatban Osszetett rendszerekkel
fogunk foglalkozni. Az Osszetett rendszer alljon n € N elemi részrendszerbdl, amelyeknek a
Hilbert-tereit jeloljik #H,-val, ahol az a € L := [n] = {1,2,3,...,n} index az elemi részrend-
szert jeloli. Ezeknek a tereknek a dimenzidi: dim (H,) =: d, > 2. Egy ilyen rendszeren legyen
a

(4.1) {I¢as) € Ha | j € [dal}
vektorok halmaza egy bazis. Legyenek a bézisok ortonormaltak, azaz minden a € L-re
(4.2) (a,jlba,i) = 0ji

Egy altalanos X C L részrendszernek a Hx Hilbert-tere az a € X indext elemi részrendszerek
Hilbert-terének tenzorszorzataként all els, azaz

(43) Hy = @ Ha
a€eX
Ezek alapjan Hx dimenzidja az elemi részrendszereinek dimenzidinak szorzata, azaz dx =

dim(Hx) = [[,ex da- Ennek a részrendszernek a Hx Hilbert-terén is talalhatunk bazist az
elemi részrendszerek bazisainak segitségével az alabbi mdédon

(4.4) {l6x.4) = @) |6asi.) € Hx }.

a€eX



12 DICKE ALLAPOTOK OSSZEFONODASA — TDK DOLGOZAT, 2023

Itt ¢ = (41,42, ...52) € [d1] X [da] X ... X [ds] = Xaex|da] =: Ix a multiindez, ami azt jeloli, hogy
az adott a indexi Hilbert-térben melyik indext bazisvektort vessziik. Ezen a Hilbert-téren is
bevezethetjiik az allapotteret, Dx = D(Hx). A tiszta allapotok tere Px = P(Hx).

Ha van egy p; allapotd rendszer, akkor az X C L részrendszer px allapota az lesz, ami
megadja a részrendszer Ax obszervabilisainak varhato értékét. Ezt a px allapotot szeretnénk
meghatarozni. Ehhez vegyiink egy X C L részrendszert, aminek komplementere az X = L\ X,
és vizsgaljunk egy Ax € Lin(Hx) operatort. Ebbdl készithetd egy olyan operator, ami a Ay, €
Lin(H ) téren hat a

(45) Ap = Ax ®IY

modon. (3.9) alapjan az Ay, obszervabilis varhato értéke egy pr, = >, Ry ® Sk, allapotan, ahol
Ry, € Lin(Hx) és S € Lin('Hy)

Eo, (AL) = (pr|Ar) = Tr[pr(Ax @ Ix)] = [ZRmSk ® (Ax ® Ig)| =
(4.6) —ZTr[ (Rrdy) @ (Sklg)| = %: r(RiAx) Tr(Sy) =
= TI‘{Z(Rk TI‘(Sk))Ax} = Tr(pXAX) = ]pr(Ax),
k

ahol bevezetve a részleges nyom vagy parcidlis trace miiveletét a

Try: Lin(Hz,) — Lin(Hx)

4.7
( ) Ax ® BY — Try(AX ® By) = Ax TI‘(By)

vagy elemi tenzorokra

(4.8) RAa — Try(® Aa) - (® Aa) Tr<® Ab)

a€L a€Ll aceX beX

modon, azt kapjuk, hogy px az eredeti py, stirtiségoperator parcialis trace-e, azaz

(4.9) px = Trg(pr).

Ezt az allapot redukdltjanak vagy redukdlt dllapotanak hivjuk, és azt kaptuk, hogy a részleges
nyom mivelettel tudjuk megkapni a (4.9) moédon. A részleges nyom képzés is egy kvantumcsa-
torna.

Vegyiink egy tetszdleges |¢) € Hj, vektort, és a belle képzett |¢) (| € Py, tiszta allapotot. A
rendszert szedjiik szét X, illetve X részrendszerekre, és az altalanossag sértése nélkiil legyen az
X részrendszer dimenzidja kisebb, dx = dim(Hy) < d = dim(H). Irjuk fel a redukalt allapot
spektralis felbontasat

(4.10) px = Trx(|¥) () Zm@m Y ox.il,
i=1

ahol az operéator 7, sajatértékei legyenek csokkend sorrendben, azaz 1y > n2 > ... > nq, > 0, és
>-;mi = 1. Legyen rk(px) = r, és ekkor
1<i<r:n; 20

4.11
( ) r<i:n; =0.
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A |¢) vektor felirhato a (4.10) kifejetésben taldlhato {|¢x,;) € Hx } és tetszoleges {|¢+ ;) € Hx}
ortonormalt bazisokkal a

dx dx dx
(4.12) W) =D tilexa) @ lox,) =D lexa) @ Ixx,)

i=1 j=1 i=1

modon, ahol bevezettiik a |yx ;) = Z?zl Vijl¢x ;) vektorokat. Szamoljuk ki a (4.12) vektorbol
képzett tiszta allapot redukalt allapotat, és hasonlitsuk ssze a (4.10) spektralis felbontasaval.

pszrX<|w><w|>=ﬂx[dZX(% ® xx,)) @ ZX( (oxsl® XXM -

i=1

(4.13) =Tryg [ZZ lox.i){px.i| ® |XX1 XX j ] “PXZ H{ex,il- “XY@MXYJ” =
=1 j=1

=1 j=1
dy dy dx
=3 > xalxx,) lexa)oxsl =Y milexa)exil
=1 j=1 =1

Ez az egyenlSség akkor érvényesiil, ha (x5 ;|xx ;) = 1:0:;. Vezessiik be a

(4.14) lex.) = —=Ixx.)

1
Vi
vektort. Ezt visszairva a |1)) vektor (4.12) alakjaba megkapjuk a vektor Schmidt kanonikus alakjdt
a

(4.15) [9) = Vinlex.) ® lox i)

i=1

alakban, ahol a {|@x i)}, illetve {|¢x ;) } vektorok az tgynevezett Schmidt bdzisok, a \/n; szamok
pedig a Schmidt egyiitthatok, r pedig a vektor Schmidt rangja. Megjegyezziik, hogy ha a |¢) vektor
Schmidt rangja 1, azaz r = 1, akkor a vektor a |¢) = |px) ® |¢) elemi tenzor. Ezek mellett a
|1) (¢| allapot redukaltjait is ki lehet szamolni a Schmidt kanonikus alakbol a

(4.16a) px = Trg (V) () = Zm\@m ©x,il;

(4.16b) px = Trx ([0) (¥]) Zm\s@xl {exl

modon, tehét a két redukalt allapot spektruma megegyezik. Megjegyezziik, hogy a |¢) € Hx QH~
vektorok Schmidt-felbontasahoz hasonloan bizonyithato az A € K ® H* = Lin(H, K) operatorok
(2.35) szingularis érték felbontasa.

4.2. Matrixszorzat-allapot. A (4.15) Schmidt-dekompozicié azért jo, mert csak egy Osszeg-
zést tartalmaz, és a Schmidt-vektorok ortonormaélt készleteket alkotnak. Sajnos ketténél tébb
részre valo felvagasra nincsen ilyen jo tenzordekompoziciés modszer. Itt most bemutatunk egy
lehetséges modszert, amelyet mdtrizszorzat-dllapotnak vagy MPS-nek (matrix pruduct state)
hivunk és nagyon fontos szerepet jatszik a kvantummechanikai soktest rendszerek kezelésénél,
mind a numerikus, mind az elméleti leirasnal [11]. Tegyiik fel, hogy egy tetszsleges |[¢) € Hp,
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vektornak ismerjiik az osszes X = {1,2, ..., k}, illetve X = {k+1,k+2, ..., n} részrendszerre valo
Schmidt-dekompoziciojat a

(4.17) ) =Y ek ) @ 19X )

alakban, ahol a k index azt jeloli, hogy mekkora az X részrendszer, k = | X|. A szamolasok soran
a |¢;) = |i) jelolést hasznaljuk a bazisvektorokra. Az egyszertiség kedvéért vizsgaljunk most egy
n = 4 elemi részrendszerbdl allo Gsszetett rendszert. Ekkor a |1)) vektort fel lehet irni a

(4.18) ) = Jin) @ 7125

modon, ahol \7{2’3’4}> € Hy2,3,43- Mivel a {|¢Z )} Schmidt-vektorok bézist alkotnak a Hx téren,

{234}>

ezért felirhatjuk a |7, vektor Schmidt-bazis szerinti felbontasat a

(4.19) {2 4%y Z |pl234}y (p23:4) |Tz{12’3’4}>

modon, ahol az Osszefiiggésben felmeriil§ skalarszorzatot nevezziik el F(l)“ 77((1)

megfelel6 Schmidt-egyiitthatot, mely ilyenkor nem nulla, kiemeljiik. Ekkor a |¢) vektor alakja a

(4.20) 1) = r(l)h1 / \21 ® |80{2 34}y
1

1 [e3%

nek, vagyis a

lesz. Az ebben az Osszefiiggésben megjelend \(pa21’3’4}> vektort a (4.18) lépéshez hasonloan irjuk

fel a |<p{234}> >, li2) ® 7, (s, 4}> alakban, ahol |7 (3, }) € Mysay- Az (4.19) lépesben latha-

O51 2 041 i2

t6 modon felirhatjuk a |7 {3, }> vektor {|go{3 4} )} Schmidt-bazis szerinti felbontésat a |, {3, 4}) =

041 12 O41 2
Eaz |50{3 4}> (@is 4}| a{? i}> modon, ahol a skalarszorzatot nevezziik el Fazl) an 77((]22) nek. Ezt vissza-

irva a (4.20) osszefiiggésbe azt kapjuk, hogy

(4.21) = >0 >0 TR T R 0l @ lio) @ [0l ).

11,12 Q1,02

Az el6z6ekhez hasonloan felbonthatjuk a \90{ ' }> vektort, és ekkor a [1)) vektorra azt kapjuk,
hogy

(4.22) = > Y rWiy/pr@i T i) @ lia) @ lis) © [pil).

i1,12,13 01,002,003

Végiil fejtsiik ki a \cpif) vektort a |g0;{!3}> =i \i4><i4|<pé§}> modon, és az el§jove skalarszorzatot
nevezzik el F((;é)i -nek. Ha ezt visszairjuk a (4.22) sszefliggésbe, akkor megkapjuk a |i) vektor

MPS alakjat a

@23) )= > > rWny/plr®iz \/pBr@i \/p T @ i) @ |is) @ [ia)

i1,12,i3,14 01,Q2,03
alakban, ahol az i1,1i9,13,%4 indexek tgynevezett fizikai indexek, az aq, s, as indexek pedig
virtudlis indezek. Figyeljiik meg, hogy a kiilénb6z6 oy, indexekre val6 Osszegzésnél nem irtuk ki
az Gsszegzés felsé hatarat, de azok a (4.15) alapjan adott X és X esetén min(dx,ds) = by, lesz,
amit bond-dimenzionak neveziink. Ha bevezetjiik a
k
(4.24) 28 = V0 bay e

ozka
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alapjan a ¥ matrixokat, akkor az MPS a ©(*) &s T'(F)-% matrixokkal
(4.25) o) = Z F(l)ilE(l)F(Q)i22(2)1—‘(3)i32(3)1—‘(4)i4|Z'1> ® |iz) ® liz) @ |is)

11,%92,13,14
alakot olti. Ha kihasznaljuk, hogy a |i1) ® |i2) ® |ig) ® |i4) vektorok bazist alkotnak a Hj, téren,
és a [¢)) vektor ezen a bazison a Y ; o Uiy isis,ii|i1) ® |i2) @ |i3) @ [is) alakban frhato fel,
akkor a |1)) vektor kifejtési egytitthatoi a

(4.26) Vi iniaia = TWias (M@ i) B)is 523 (4)ia

métrixszorzat alakban kaphatok meg. Altalanosan (4.25) vagy (4.26) felirast a |+») matrixszorzat
alakjanak nevezziik.

A Y) matrixokat gyakran nem kezelik kiilon. Az AN = (i g5 AR)in = k=1 pR)ix
k > 1 matrixok bevezetésével megkaphatjuk a |¢) vektor balkanonikus MPS alakjat a

(4.27) Vi iz ig g = AT ARG BN g

alakban. A B(Win = T(Win g5 BRIk = TRy (k) | < n matrixok bevezetésével megkaphatjuk
a [1) vektor jobbkanonikus MPS alakjat a

(4.28) Giy in.igis = B BR)2 p3)s g

alakban.

Az itt bemutatott modszer egy lehetséges MPS alakot &llit el, de altalaban az MPS-ben
szerepl6 méatrixoknak az alakja nem egyértelmi. Ezt mértékszabadsdgnak nevezzik. Ha végre-
hajtunk egy I'®) — (GE-D)-1IP®RGFE) nk) y (GE)=IRR GE) mertéktranszformdcidt, ahol
G®) € GL(b), akkor ugyanazt kapjuk, mint (4.26)-ban.

Az MPS alak azért hasznos, mert ha spinlancban a kélcsonhatasok révid hatotavolsaguak
(azaz mindegyik részrendszer csak a hozza kozeliekkel hat koleson) és a rendszer nem kritikus
(fazisatalakulastol tavoli), akkor az alapallapotban a korrelaciok révid hatotéavolsagiak lesznek
(azaz a tavolsaggal nagy exponenssel csengenek le) és az MPS alak a bond-dimenziok limitalasaval
az allapotnak nagyon jo kozelitését adja [7].

4.3. Korrelacio, 6sszefonodas. A sokrészii Osszetett rendszerek korrelaciojat és osszefonodéa-
sat kiilonbozo felosztésaira, vagy particidira nézve tekintjiik [8,9]. Az L rendszer egy particdjdn
[3] az X; € L részrendszerek egy olyan § = {X1, Xy, ..., X|¢|} halmazat értjiik, amelynek elemei
nem iiresek, azaz VX € & : X # (), diszjunktak, azaz X # X' € £: X N X' = () és lefedik a tel-
jes rendszert, (Jyce X = L. Az L rendszer 8sszes particijénak halmazat I1(L) modon jelSljiik.
TetszGleges v, & € TI(L) particiokra azt mondjuk, hogy v ,finomabb”, mint £, vagy & ,,durvabb”,
mint v, ha v megkaphato £ elemeinek darabolédsaval. Ezt v < £ mdédon jeldljiik, és

(4.29) v=¢& & YWewv IXe€g:YCX.

Ez a relacio egy részbenrendezés, mivel V¢, v,( € TI(L) esetén a relacio reflexiv, azaz & < &,
antiszimmetrikus, azaz £ 2 v,v X £ & £ = v és tranzitiv, azaz £ 2 v,v 2 ( = £ =< (. S6t,
erre nézve a II(L) halmaz hdlét alkot, azaz V&, v € II(L) particioknak létezik legkisebb felsd
korldtja, £ V v, illetve legnagyobb also korldtja, € N v. A legfinomabb particidt, aminek elemei az
elemi részrendszerek, a L = {{i},i € L} € II(L) modon jeloljik. A legdurvabb particidt, vagy
trivialis particiét, aminek egyetlen eleme a rendszer, T = {L} € II(L) modon jeloljik. Egy 4

A

Egy adott £ € TI(L) particiora az Ax, X € £ operatorok korreldcidja

(4.30) Ce(p. {AxIxee) =Ep(® Ax) = [] Ex (4x).

Xee Xeg



16 DICKE ALLAPOTOK OSSZEFONODASA — TDK DOLGOZAT, 2023

T T
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2. ABRA. Egy 4 elemi részrendszerbdl allo Gsszetett rendszer particioi. A nyilak
a finomabb particiobol mutatnak a durvabb felé.

Felhasznalva a (3.9) Osszefiiggést, azt kapjuk, hogy

Cf(ﬁa {AX}Xeﬁ) = (ﬂ’ ®Ax) - H (px|Ax) = TF(P®AX> - H Tr(pxAx) =
Xee

Xee Xeg Xeg

= TF(P®AX) —Tf(® pXAX)7

Xee Xeg

(4.31)

ahol px = Tr(p). Bevezetve a

(4.32) Te=p— &) ox
Xeg
és a
(4.33) A = Q) Ax
Xeg

operatorokat, a korrelaciora azt kapjuk, hogy
(4.34) Ce (P, {Ax}xe§> = Tr(l¢Ag) = (Tl Ag).

Ha C; (p, {AX}Xeg) =0, akkor az {Ax}xe¢ obszervabilisek korreldlatianok. Ha

(4.35) Ce (Pa {Ax}Xes) =0  V{Ax}xes

akkor a p allapot &-korreldlatlan. A korrelaciora kapott (4.34) képlet alapjan, felhasznalva a I'¢
(4.32) definiciojat, azt kapjuk, hogy egy p allapot pontosan akkor ¢-korreldlatlan, ha felirhato
szorzatalakban, vagyis

(4.36) p=Q rx,
Xeg

azaz felirhat6 allapotok tenzorszorzataként. Ezek alapjan felirhatjuk a &-korreldlatian dllapotok
terét a

(437) Dg—unc = {® PX ‘ pPx € Dx}
Xeg

modon. A tiszta €-korrelalatlan allapotok

(438) Pg—unc = Dﬁ—unc NPr.
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Az allapottér Dy, \ De.unc maradékanak elemei a &-korreldlt dllapotok, melyeket nem lehet pre-
paralni kommunikéacié nélkiil. A klasszikus eloszlasok mindig megkaphatok szorzat eloszlasok
statisztikus keverékeként, de a kvantum allapotokra ez nem igaz. Ezt nevezziik 6sszefondédésnak.
Klasszikus keverésnek nevezziik a klasszikus kommunikaciot, illetve a klasszikus kolcsonhatast.
Osszefont az olyan allapot, amit nem lehet klasszikus keveréssel létrehozni, hanem valodi kvantu-
mos kolcsonhatas kell hozzé. Ehhez vezessiik be a &-szepardlhato dllapotok terét a -korreldlatlan
allapotok terének konvex burkaként,

(439) D&—sep = Conv (,Dﬁ—unc)-
A tiszta £-szeparalhato allapotok korrelalatlanok lesznek,
(440) P&—sep = Dg_sep NP = 'Pg_unc = Extr (’Dg—sep)-

Az allapottér Dy, \ Degep maradékanak elemei az £-dsszefont dllapotok, amelyeket nem lehet
preparalni klasszikus kommunikéiciéval sem.

Fontos latni, hogy mind a korrelacié, mind az Osszefonddés lokalis bazisvalasztastol fliggetlen,
ezért belathato, hogy a korrelacio és az Osszefonodas lokalis unitér transzforméciokra invarians,
viszont tenzorszorzatfiiggs, mert a tenzorszorzat adja meg a részrendszereket, erre nézve beszé-
liink 6sszefon6désrol, illetve korrelaciorol.

Belathato, hogy finomabb particiéra nézve korrelalatlan, illetve szeparalhaté allapotok dur-
vabb particiéra nézve is korrelalatlan, illetve szeparalhato allapotok lesznek, azaz tetszGleges
v, & € II(L) particiok esetén

(441&) v = f & Dyunc € Df—unca

(4.41Db) V=€ S Dysep C Desep.

illetve a legdurvabb particiéra nézett korrelalatlan, illetve szeparalhaté allapotok tere megegyezik
a rendszer allapotterével, azaz

(442) Dtoune = DT—sep =Dy.

Vizsgaljuk a tiszta, X|X-szeparalhato |¢)(y| € PX\Y—sep allapotokat. Ezekre (4.15) alapjan fel-
irhato az allapot Schmidt-kannonikus alakja, amibdél felirhato (4.16a) alapjan a redukalt allapota
a

(4.43) px = Trg([0)(W)) = Y mildxi) (dx.il

i=1
médon. Mivel [¢)(| € Pyix_,,» ezért px € Px, tehat r = 1, azaz a tiszta szepardlhato
allapotok Schmidt-rangja 1.

4.4. Korrelacio és 6sszefonodas mértékei. Az a célunk, hogy a korrelaciot, illetve az Ossze-
fonodast szamszertsitsiik, és az adodo mennyiségek fontos jellemzdGje lesz, hogy az allapotok
megvaltozasaval hogyan viselkednek. A kvantumrendszerek megvaltozasat (példaul idsfejlédését,
vagy tetszéleges fizikai folyamatot, a szelektiv mérést kivéve) az ugynevezett kvantumcsatorndk-
kal irjuk le. Egy

(4.44) ®:Lin(H) — Lin(#')
lineéris leképezés kvantumcsatorna, ha kvantumaéllapotot kvantumaéllapotba képez le, azaz
(4.45) ®:DH) — DH),

vagyis nyom-6rzé és pozitiv, és ez teljesiil akkor is, ha egy nagyobb rendszer részrendszerén hat,
azaz,

(4.46) PRI:DH®K) — DH @K),
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ahol Z € Lin(K) az identitas leképezés, vagyis teljesen pozitiv. Bisztochasztikusnak neveziink egy
kvantumcsatornat, ha egységérzs, ekkor a fehér zajt invaridnsan hagyja,
1 1
147 o(=1) = -1
Ezekre ugy gondolhatunk, hogy nem visznek be informaciot a rendszerbe.
Egy p stirtiségoperator Neumann entropidja
S:DH) — [0,ln(dim(H))]
p = S(p)=—Ti(pln(p)).

Felhasznalva a p strtiségoperator (3.11) alakjat, azt kapjuk, hogy a Neumann entropia a

(4.49) S(p) == —ZAi In(\;)

(4.48)

modon szamolhato ki. (Az f(z) = —zIn(z) fliggvény az « = 0-ban jobbrdl folytonossa tehets a
limg_,o(f(z)) = 0 valasztasaval.) A Neumann entropia konkdv, azaz

(450) S(szpz) Z ZwiS(pi).

Belathato, hogy pontosan a tiszta allapotok Neumann entropidja nulla, azaz

(4.51) Sp)=0 & peP(H).
A Neumann entropia Schur konkdv, azaz akkor, ha
(4.52) p1=2p2 = S(p1) = S(p2),

ahol az Gsszefiiggés bal oldala azt jelenti, hogy p2 majordlja pi-et, azaz
k k
(4.53) pr=pa: D MDY ON, VE
i=1 i=1

ahol )\h és )\éi a p1 és po stirtiségoperatorok sajatértékei csokkend sorrendben [1]. A majoralas
az allapotok kevertségének Osszehasonlitésa, tehat a Neumann entrépia és altaldban a Schur-
konkév fliggvények az allapotok kevertségét mérik. A Schur konkavitas az entropiak legfontosabb
definial6 tulajdonsaga. Ezek mellett U unitér operatorokra

(4.54) SUpUT) = S(p).
Belathato, hogy minden ® : D — D bisztochasztikus kvantum csatorna esetén, a kevertséget

noveli, ®(p) > p (ez a kvantum Hardy-Littlewood-Polya lemma). A (4.52) Schur-konkavitas
alapjan az ilyen folyamatok soran a Neumann entropia né, azaz

(4.55) S(®(p) = S(p).
A Neumann entropia szubadditiv, azaz
(4.56) S(p) < S(px),
Xeg

ezek mellett erdsen szubadditiv, azaz
(4.57) S(pxny) + S(pxuy) < S(px) + S(py).
A (4.56) Osszefiiggésben egyenldség korrelalatlan rendszerek esetén van, azaz
(4.58) S(® px) = Z S(px),

Xee Xee

tehat a Neumann entrépia extenziv.
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Definialhatjuk az Umegaki relativ entropidt, mas néven a kvantum Kullback-Leibler divergen-
ciat a
D:DH)xDH) — [0,00]
(4.59)
p.o +—  D(pllo) = Tr(plln(p) — In(o)])

modon. Mivel belathato, hogy

(4.60) D(pllo) =0 < p=o,
illetve
(4.61) D(pl[o) >0,

de nem szimmetrikus, ezért az Umegaki relativ entropia nem metrika, hanem divergencia [1].
Ismert, hogy ez a relativ entrépia a kvantum hipotézistesztelésnél a tévesztés valdoszintiségének
lecsengési rataja, és ilyen értelemben lesz az allapotok megkiilonboztethetGségének mértéke. Az
Umegaki relativ entropia egyiitt konvex a két valtozdjara, azaz

(4.62) D(Zwmill zwm) < ZwiD(pi||0i)7

illetve minden ® : D — D kvantum csatornara csokken az értéke, azaz
(4.63) D(2(p)l|®(c)) < D(pllo),

vagyis a fizikai folyamatokban a megkiilonboztethet&ség csak csokkenhet. Ez a monotonitas a
relativ entropidk legfontosabb definialé tulajdonsaga. Ezek mellett U unitér operatorokra

(4.64) D(UpUM|UsUT) = D(pl|o).

Ezeknek az entropidknak az ismeretében bevezethetjiik a £-korreldcid relativ entrépidjat [4,9]
az
4. I = in D = —
(4.65) elp) = min D(pllo) =} S(px) = S(p)

Xeg

modon, ahol a jobboldalon all6 mennyiség neve £-kolesonds informécio, és az egyenl@ség annak
koszonhetd, hogy a minimalizalas kiszamithat6, és a minimum helye 0 = @ Xee PX ahol px =
Trx(p) [4]. Fontos, hogy a ®¢ := @y, Px lokilis miiveletekre (kvantumcsatorndkra) nézve a
&-korrelacio relativ entrépidja nem néhet,

(4.66) 1e(®¢(p)) < Ie(p),

ami konnyen beldthatd a definiciobdl adéddan, mivel a £-lokalis miveletek a &-korrelalatlan
allapotok De¢.ync halmazat onmagara képzik le. A lokalis mtiveletekre valé monoton csékkenés
a korrelacios mértékek definialo tulajdonsaga. Finomabb particiora nézve a korrelacié nagyobb
vagy egyenld, azaz tetsz6leges v, ¢ € II(L) particiokra

(4.67) v s I, > I,

minimumot kell kiszdmitani, csak I, esetében a D, unc téren, I¢ esetében pedig a De.ync téren,

és (4.41a) alapjan Dy yne C De¢_unc, illetve a nagyobb téren szdmolt minimum nem lehet nagyobb
a kisebb téren szamolt minimumnal. (A Neumann entrépia (4.56) szubadditivitasa miatt ez a

Ehhez hasonloan bevezethetjiik az £-dsszefonddds relativ entropidjdt [4,10] a

4. E = in D
(4.68) g(p):= min D(pflo)
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modon. A korrelacioval ellentétben a minimalizalést itt nem lehet zart alakban megadni. Fontos,
hogy ha A lokélis miiveletek klasszikus kommunikécioval, akkor erre nézve a £-Osszefonodas
relativ entropidja nem néhet,

(4.69) Ee(Ae(p)) < Ee(p),

ami kénnyen belathato a definiciobol adoddan, mivel a £-lokalis miiveletek klasszikus kommuni-
kacioval a {-szeparalhaté allapotok Degep halmazat énmagéara képzik le. A lokalis miveletekre
és klasszikus kommunikaciéra valé monoton cstkkenés az Gsszefonddasi mértékek definiald tu-
lajdonsaga. Finomabb particiéra nézve az Gsszefondédas nagyobb vagy egyenls, azaz tetszéleges
v, & € II(L) particiokra

(4.70) v=¢ & E,>E,

mivel a £-Osszefon6das relativ entropiajanak (4.68) definicioja alapjan mindkét esetben ugyanazt
a minimumot kell kiszdmitani, csak E,, esetében a D,_gop téren, Ee esetében pedig a De_gep téren,
és (4.41b) alapjan Dy.sep C Deosep, illetve a nagyobb téren szamolt minimum nem lehet kisebb
a kisebb téren szdmolt minimumnal. Az Gsszefon6déas mindig kisebb vagy egyenld, mint a teljes
korrelacid, mivel ennek egy része az 6sszefonddas, méghozza az a része, amit nem lehet klasszikus
kommunikacioval 1étrehozni. Azaz minden & € TI(L) esetén

(4.71) Ee < I,

mivel mindkét relativ entropia kiszamitasaban a (4.65) és (4.68) definiciok alapjan ugyanazt a
minimumot kell kiszamolni, csak korrelacié esetén a Dg_ync téren, Osszefonddas esetén a De_gep
téren, és (4.39) alapjan De.yne C Deosep, illetve a nagyobb téren szamolt minimum nem lehet
nagyobb a kisebb téren szamolt minimumnal.

Egy tetszoleges X |X biparticiora kiszamithato a tiszta allapotok korrelacioja a

Ly ([0) (1) = S(Trx ([9) () + S (Trx([¥) (W) — S(l)(¥l) =

4.72
e = 25(Trx () (¥) ( > niln(n;) m)

modon, ahol felhasznaltuk a korrelacio relativ entropiajanak (4.65) definiciojat, i) vektor (4.15)
Schmidt kannonikus alakjat, illetve a (4.48) Neumann entropia tulajdonsagait.
Az dsszefonodasra is adodik egy hasonlo képlet, de ennek levezetése nem egyszerti [10],

(4.73) Exx () (@]) = S(Trg(lv) (@) = = > niln(n),
tehat
(4.74) 2By x (1) (#]) = Iy x (19) (#])-

Sajnos ketténél tobb részre vagasnal nincsen hasonlo eredmény, mivel a nincsen a (4.15) Schmidt
dekompozicidhoz hasonléan j6l hasznalhatd eredmény ketténél tobb részre vagas esetén.

5. ELEMI SZIMMETRIKUS ALLAPOTOK LEIRASA

A dolgozatban az ugynevezett Dicke-allapotokkal, vagy elemi szimmetrikus allapotokkal fo-
gunk foglalkozni, amelyek fontos szerepet jatszanak a kvantumoptikai Dicke modellben. Ezért eb-
ben a fejezetben részletesebben is megismerkediink a szimmetrikus, illetve a Dicke-allapotokkal.
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5.1. Permutaciéoperatorok. Legyen ugyantgy L = [n] = {1,2,...,n} a rendszer, illetve az
elemi részrendszerek dimenzidi legyenek azonosak, azaz
(5.1) dim(H,) =d Va € L.

Permutdcionak nevezziik az olyan o : L — L miiveleteket, amelyek bijektivek, azaz kolcso-
nosen egyértelmiiek. Ezeknek a miiveleteknek a halmazat Sy szimmetrikus csoportnak hivjuk.
Ezek tényleg csoportot alkotnak, mert Sy a szorzésra zdrt, azaz permuticidk egymasutanja is
permutacio, tehat ha o € Sp, és 7 € Sy, akkor o7 € Sp. A permutéaciok szorzasa asszociativ, azaz
minden o,7,w € Sp-re o(Tw) = (07)w. Létezik egy e € Sp, egységelem, amelyre e(i) = i és egy
o € Sy, permutécionak létezik ot inverze, azaz 010 (i) = e.

Ebben a dolgozatban a részrendszereket fogjuk permutalni, vagyis az Sy csoport olyan ab-
razolasat készitjliik el Hy-en, ami az elemi részrendszerek Hilbert-tereit permutalja. Egy adott
permutéiciohoz megkonstrualhato egy permutdcidoperdtor, a

(5.2) o +— R,= ®( > ¢o(a),ia><¢a,ia|> =) Raota)
a€Ll “ig€[d] acl

modon. Nézziik meg, hogy hogyan hat egy ilyen R, 5(,) € Lin (Hm Ha(a)) operator egy altalanos
|Y) € H, vektoron. Ehhez irjuk fel a |i) bazis szerinti felbontéasat

(53) W) = ¥ildas)-
j€ld]
Ekkor
(5.4) Rao@!®) = Y b)) (@ail D ¥iltai) = Y ¥ > |o(a).i)dij-
ie[d] jeld] Jeld]  i€ld]
Tehat
(55) Rao(@l¥) = D ¥jl9a(.i)-
Jjeld]

Ezek alapjan az R, (q) operator tgy hat a [¢) vektoron, hogy azt ,atviszi” a H,(,) Hilbert-térbe
tgy, hogy a [¢5(a),;) € Ho(a) bazisvektorhoz tartozo kifejtési egyiitthato megegyezik a ¢, ;) € Ha
bazisvektorhoz tartozoé kifejtési egyilitthatéval. Megjegyezziik, hogy noha ezeknek a permutécios
operatoroknak a megkonstrualdsahoz sziikségiink volt a béazisok rogzitésére, de maguknak az
operatoroknak hatasa bazisfiiggetlen. A kiillonb6z6 H,, terek vektorait persze azonositani kellett,
amit a bazis megadaséval meg tettiink, de méshogyan is megtehetnénk.

Permutacidoperatorok szorzaséra érvényes a

(5.6) Ry = R, R..

Osszefiiggés. Tehat az R, operatorok az Sy, csoport egy dbrdzoldsat adjak. Ennek bizonyitasahoz
hasznaljuk a permutéci6operator (5.2) alakjat. Ekkor

(57) R,R; = ®Ra,o(a) ’ ®Rb7‘r(b) = ®Ra,o’(a)RT*1(a),a = ®Ra7o’(‘r(a)) = Ror,
acL beL acL acL

ahol kihasznéltuk, hogy R 5 (a)Rr-1(a),a = Ra,o(r(a)), mivel a bal oldal el6szér a H,-1-bdl visz a
H,-ba, majd ebbdl a H,,)-ba, ami Gsszességében olyan, mintha a Hilbert-tereket a o7 permu-
taci6 szerint cserélnénk, ami pont az R ,(r(4)) operdtor hatdsa. A pemutécidoperatorok adjun-
galtjara érvényes az

(5.8) Rl =R;'=R,:
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Osszefiiggés. Tehat az dbrazolas unitér. Ennek bizonyitdsahoz hasznaljuk a permutacidoperator
(5.2) alakjat. Ekkor

R:-rr = ® Z |¢a,ia><¢o(a),ia| = ® Z ‘¢U_1(b);i671<b)><¢b7igfl(b)| =

(59) a€L i, €[d] o~ (b)EL i,-1) €Eld]
= D 160-10).i)(Pbir] = Ror1,
beL iy€(d)

ahol kihasznaltuk, hogy b € o(L), tehat mindegy, hogy a b € o(L)-re vagy b € L-re Osszegziink,
hiszen a permutaciok csoportot alkotnak. Vagyis Rl = R, 1. Az R, 1 = R; ! 6sszefiiggés annak
a kovetkzménye, hogy (5.6) alapjan az R, egy abrazolas.

Bevezethetjiik a

1
(5.10) Pi=— > R,
oc€S,

operatort, ami egy projektor, azaz érvényes ra a (2.45) Osszefiiggés, vagyis onadjungalt és idem-
potens. El6szor bizonyitsuk be, hogy az operator énadjungalt, a P operator (5.10) definicioja
alapjan, és hasznaljuk ki a permutaciooperator (5.8) tulajdonsagat, illetve azt, hogy a permuté-
ciok csoportot alkotnak, azaz, hogy minden elemnek van inverze. Tehat

1 1 1
T T— — —
(5.11) Pl = S Ri=— > Ryi=- S R =P
o€ESL o€SL T—1leSy

Most bizonyitsuk azt, hogy az operator idempotens! Itt is hasznaljuk a P operator (5.10) alakjat,
illetve hasznaljuk ki a permutéacidéoperator (5.6) tulajdonsagat, illetve azt, hogy a permutéciok
csoportot alkotnak, azaz a szorzésra zartak. Tehat

1 1
I D 22 RERASLES S 3 S

(5 12) ’ aeSL T rest n! o€SL TESL n! o€SL TESL
B2 > R LY Be=— Z R.=P.
ceSrL o~lwesSy weo(SL) T wesy

Az el6bb bevezetett P projektor segitségével definidlhatjuk a rendszer Hilbert-terének szimmet-
rikus részét, ami a P projektor képtere, azaz

(5.13) Ran (P) =: HY™ C Hy.

Konnyen belathato, hogy olyan vektorok talalhatoak a szimmetrikus Hilbert-altérben, amelyekre
hattatva barmelyik permutaciéoperatort, 6nmagat kapjuk vissza, azaz

(5.14) HP™™ = {|)) € Hi| Ro|v) = |4), Yo € S}

5.2. Elemi szimmetrikus allapotok, 2 dimenziés (qubit) eset. Az alabbi fejezetben le-
gyen az Osszes részrendszer dimenzidja d, = 2. A rendszer H; Hilbert-terén bevezethetjiik az
ugynevezett Dicke-dllapotokat tgy, hogy a k indext, | D) Dicke-allapot gy all els, hogy vessziik
a

(5.15) D)= @ [¢an)® @ [dv2)
a€[n—k| beL\[n—k]

allapot Osszes permutaciojanak az 0sszegét, majd ezt normaljuk. Egy ilyen allapotvektor szim-
metrikus, és tekinthet6 egy n fotonos rendszer els6kvantalt (részecske-képbeli) allapotanak, ahol
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k foton gerjesztett, n — k foton pedig alapallapotit médusban van. A tovabbiakban a bazisvek-
torokra hasznaljuk a

(5.16) |Pai) = [)
egyszertisitett jelolést, illetve a bazisvektorok tenzorszorzatat jeloljiik a
(5.17) li1) ® |iz) = |i1ia)

médon. Ekkor |DY) ), ami alapjan a k indext Dicke-allapot

= [11..122..2
RVl

n-k k
(5.18) |D>—i(\11 122...2) + .6 t4 "”)—L|D>
. k) = Nk k k ,0sszes permuticio” | = 7 k).

Az Ny, normalasi tényezét ugy lehet kiszamolni, hogy vessziik a

1 D) = ( 11..122...2) + .5 ; )
(5.19) |Dy.) | ) + ,08szes permutacio
n-k k

vektort, és ennek kiszdmoljuk a normajat, azaz

(5.20) Ni = 1/ (Dy|Dy).

Ennek kiszamolasahoz vegyiik észre, hogy az 0sszegzés tagjai ortonormaltak, mivel ha egy tagot
onmagaval szorzunk, akkor az (1|1) és (2|2) szamok szorzata lesz az eredmény, ami (4.2) miatt 1
lesz. Illetve ha két kiilonbozs tagot szorzunk, akkor az (1]1) és (2|2) tagokon kiviil a szorzatban
megjelennek a (2|1) és (1]2) tagok is, amiknek az értéke (4.2) szerint 0, igy az eredmény is 0
lesz. Tehat a (Dk|bk> skalaris szorzat értéke megegyezik az Osszegezendd tagok szamaval, ami
pedig annak a szama, hogy hanyféleképpen lehet sorba rakni k& darab 2-est, és n — k darab 1-est,

aminek az értéke az () = ﬁlk), binomiéalis egyiitthato. Tehat

(5.21) Ny, = (Z) - (Z)l

Ez alapjan a k indexti Dicke-allapot:

1
ny\ 2 < i
(5.22) |Dy) = (k) (| 11...122...2) + ,Osszes permutéicio )
n-k k
Ezek az allapotok ortonormaltak, azaz
(5.23) (Dg|Dy) = 6k

A normaéltsag konstrukcio alapjan fennall, tehat méar csak az ortogonalitas kell. Ehhez jarjunk el
gy, mint az N, kiszamolasanal, és szamoljuk ki a (Dy|D;) szorzatot abban az esetben, amikor
k # 1. Korabban lattuk, hogy a Dicke-allapotok (5.22) alakjaban szerepls tagok skalarszorzata
csak akkor nem nulla, ha ezek teljesen megegyeznek. Viszont ha két nem egyenlé indexi allapotot
szorzunk Ossze, akkor azokban az &allapotokban nem lesznek megegyezd tagok, mivel a |Dy)
tagjaiban k darab |2) vektor van, a |D;) tagjaiban [ darab |2) van, tehat ennek a szorzatnak az
értéke nulla, (Dg|D;) =0, ha k # [, azaz a kiilonb6z6 indext Dicke-allapotok ortogonalisak.

A Dicke-allapotokra szeretnénk egy konnyebben hasznalhato, zart képletet kapni (5.22) he-
lyett, amiben nem szerepel ,széveg”. Ehhez az (5.2) permutaciooperatorokat fogjuk hasznalni,
mivel sejthetd, hogy ezeknek segitségével is elallithatoak Dicke-allapotok, mivel az eredeti defi-
nicioban a (5.15) vektor permutécioit adtuk ossze. Ezt az alakot készitsiik el gy, hogy vegyiik



24 DICKE ALLAPOTOK OSSZEFONODASA — TDK DOLGOZAT, 2023

a (5.15) vektort, ami k darab |2) és n — k darab |1) vektor tenzorszorzataként all el§, majd ezt
szorozzuk meg minden R, o € S, operatorral, és ezeket adjuk Gssze, majd normaljuk. Azaz

1 1 0
(5.24) D) = = > Ro|11..122..2) = = > R,|Dp).
k oc€SL n-k k k oc€SL

Az J\:/';€ normélasi tényez6 reciprokat ugy kaphatjuk meg, hogy vessziik az elgbb kiszamolt (5.21)

()

ISt

amikkel ha megszorozzuk a | 11...122...2) vektort, ugyanazt kapjuk eredményiil, ezért a tagok
S~

N, normalasi tényezd reciprokat, majd ezt megszorozzuk el, mert vannak olyan permutéaciok,

n-k k
szamat el kell osztani a permutaciok szaméval, ami |Sy| = n!. Ezek alapjan

(5.25) L_1Q)

1@y ()L
]\:[k Nk n! k n! k) nl
Ezt a bizonyitast az altalanos dimenziéban pontosabban, csoportelméleti modszerekkel is el fog-

juk végezni. Az (5.21) Osszefliggést visszairva a (5.24) kifejezésbe megkapjuk a k indext, | D)
Dicke-allapot permutaciéoperatorokkal felirt

n %1
(5.26) |Dy) = (k) " ; R,|11..122...2)
o L n-k k

alakjat. Ebben a felirasban felismerhetjiik a korabban bevezetett (5.10) P projektort, aminek
segitségével kompaktabb alakot kaphatunk

o i
(5.27) D) = <k> P|11..122..2) = <k> P|DY).
n-k k

Ebbdl latszik, hogy egy | Dy) Dicke-allapotot megkaphatunk ugy, hogy a P projektort hattatjuk
egy olyan vektorra, ami el6all k darab |2) és n — k darab |1) vektor tenzorszorzataként, ami
(4.4) alapjan egy bazisvektor az osszetett rendszer Hy, Hilbert-terén. Tehat ha egy bazisvektorra
hattatjuk a P projektort, akkor norméalastol eltekintve egy Dicke-allapotot kapunk. Méasrészt
minden Dicke-allapotot meg lehet igy kapni. Mivel a P képtere a #;"™" tér, ezért a Dicke-
allapotok kifeszitik a P projektor képterét. Mivel a |Dy) Dicke-allapotok ortonormaltak, tehat

linearisan fiiggetlenek, ezért bazist alkotnak a P projektor képterén, ami (5.13) szerint a szim-

metrikus Hilbert-tér. Ez alapjan a Hiymm dimenzi6ja megegyezik a Dicke-4llapotok szamaval,
azaz
(5.28) dim(H37™™) = n + 1.

A tovabbiakban hasznéljuk a Dicke-allapotok t6bb dimenzios esetben is hasznaland6 multiin-
dexes jelolését. Ennek a segitségével az eddig k indexel jelolt | Dy) allapotot a k multiindexel, méas
néven gerjesztési vektorral vagy betéltési szam vektorral | D) modon jeloljik, ahol a 2 dimenzios
esetben multiindex

(5.29) k= (ki,ky) € N2

alaki, az elsd, k1 komponense azt adja meg, hogy a Dicke-allapot (5.22) alakjaban az egyes ta-
gokban héanyszor szerepel a |1) vektor, vagyis k1 = n — k, a méasodik, ko komponense pedig azt
adja meg, hogy hanyszor szerepel a tagokban a |2) vektor, vagyis ko = k. Ezek alapjan a k mul-
tiindex komponenseinek 6sszege megegyezik az elemi részrendszerek szamaval, |k| = ki + ko = n.
Késébb latjuk majd, hogy 2 dimenzi6 esetén akkor jobb a multiindexes jelolés az eredeti, inde-
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szerepl6 (5.15) vektor alakja a multiindexel |11...122...2) lesz. Az eddigi eredményeinket tgy
e

kaphatjuk meg multiindexes formaban, hogy a (5.15) vektor multiindexes alakjat hasznaljuk,

illetve a kiilonb6zd normalési tagokban k helyett ko-t hasznalunk, hiszen az 1j jelolésben ez adja

meg a (5.15) vektorban szerepls |2) vektorok szamat, azaz atveszi az eredeti jelolésben hasznalt

k index szerepét. Ezek mellett kihasznalhatjuk, hogy (k"Q ) = Wlkz)' = (:1)

A Dicke-allapotok eredeti definicidja alapjan sejthets, hogy egy k = (k1, k2) multiindexd, n
elemi részrendszerbsl allo Dicke-allapot felépitheté kevesebb elemi részrendszerbdl allo Dicke-
allapotokbodl tenzorszorzat segitségével. Elgszor tekintsiik azt az esetet, amikor n — 1 elemi rész-
rendszerbdl allo allapotokbdl akarjuk felépiteni az n elemi részrendszerbdl allot. Ezt természe-
tesen tgy lehet megtenni, hogy egy (k1, ko — 1) multiindexti Dicke-allapothoz hozzétesziink egy
|2) vektort, illetve ugy, hogy egy (k1 — 1, k2) multiindexti Dicke-allapothoz hozzatesziink egy |1)
vektort, majd ezeket normaljuk. Ezek alapjan

(5.30) |Die) = 11) @ [ Dt —1,k)) +12) @ 1Dy a1y

Ez az 6sszefliggés tényleg helyes, amit tgy lathatunk be, hogy az Gsszeg két tagjaban lathatéan
nincsenek ugyanolyan tagok, és Gsszesen

(a)*('a) = miom* w7 -
(5.31) =(n- 1)!<(n - kl)!l(kl O Tl *1]{'1 - 1)!> -
== 1ﬂ((n _1211)!1@1! " kﬂ?n_—kl?n!) B kl?"!f?! - <’Z>

olyan tagot tartalmaz, ami a |11...122...2) vektor kiilonb6z6 permutacioi, azaz tényleg a |Dy)

k k
Dicke-allapott kaptuk meg. Kés()’bb1 az alzalénos dimenzios esetben ennél altalanosabb bizonyitast
fogunk adni.
Ha felhasznaljuk, az 1 elemi részrendszerbdl allo Dicke-allapotok [1) = [D(y g)) = |l~)(1’0)> és
12) = |Do,1)) = \D(O’1)> alakjat, akkor azt kapjuk, hogy

(5.32) D) = 1D1,0)) ® Dk —1.52)) + 1D(0,1)) @ [Dey iy —1))-

Tehat tulajdonképpen egy n elemi részrendszerbdl allé Dicke-allapotot felosztottuk 1, illetve
n — 1 elemi részrendszerekbdl all6 Dicke-allapotokra. Ehhez hasonloan felbonthatunk egy n elemi
részrendszerbdl allé Dicke-allapotot m, illetve n—m elemi részrendszerbél 4ll6 Dicke-allapotokra.
Ezt ugy tehetjiik meg, hogy vesziink egy m elemi részrendszerbdl allo Dicke-allapotot, amiben
ly < ko darab |2) vektor van, majd megszorozzuk egy n — m elemi részrendszerbdl allo Dicke-
allapottal, amiben ko — Iy darab |2) vektor van, azaz

min{m,k2}

(5.33) | D) = > 1 Dm—t,12)) @ 1D ks —mt1s ha—t2))»
max{0,ka—(n—m)}

Ha az m elemi részrendszerbgl allo Dicke-allapotra is hasznaljuk a multiindexet, I = (I1,12)
multiindexel, ahol [; 4+ [, = m, akkor a képlet a nagyon kényelmes

k

(5.34) D)= > D) ®|Dg-a)

1=(0,0)
li+lo=m
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vagy normaléssal a

1 g 1 1
n 2 m 2 m—m) 2
(5.35) |Dy,) = > |Dy) ® |Dge—1)
ko lo ko — o
1=(0,0)
li+la=m
alakot veszi fel, ahol a szumma hatéarait agy kell érteni, hogy az olyan I multiindexekre Gsszeg-
ziink, ahol a komponensek Gsszege m, azaz ), l; = m, illetve minden komponense kisebb, mint
a k megfelel6 komponense, I; < k;. Ezekre a lehetséges I gerjesztési vektorokra latunk példakat
a 3. és a 4. dbran. Azt, hogy (5.35) tényleg egy Dicke-allapot, késébb, az altalanos dimenzios
esetben fogjuk bizonyitani.

=
o
=
o

® Kk gerjesztési vektor ® Kk gerjesztési vektor
: ® Lehetséges I gerjesztési vektorok : ® Lehetséges I gerjesztési vektorok
7 ® 7
61 @ 6
L L4 &'s
4 L 4
3 ° 3 ° °
2 2 *
1 1 L ]
0 0 *
0] 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
k1 k1
3. ABRA. Az (5.35) képletben 4. ABRA. Az (5.35) képletben
szereplG lehetséges I gerjesztési szereplS lehetséges I gerjesztési
vektorok k = (3,7) gerjesztési vektorok k = (7,3) gerjesztési
vektor és m = 6 esetén vektor és m = 6 esetén

5.3. Elemi szimmetrikus allapotok, altalanos dimenzios (qudit) eset. A Dicke-allapo-
tokat altalanosithatjuk tetszdéleges d diemenzios elemi részrendszerekre a korabban is latott mul-
tiindexelés segitségével. Ekkor az (5.15) megfelelje tetszoleges d dimenzios elemi részrendszerek
esetén |DY) =[11...122...2...dd...d). Ennek a segitségével az (5.19) megfelelje

PN

k1 ko ka
(5.36) D) = (| 11..122...2 ... dd...d) + ,sszes permutci6 )
ki ke kg

lesz, ahol a k = (kq, ko, ..., kq) € N¢ multiindex k; komponense megadja, hogy a permutalandé
vektorban héanyszor szerepel az |i) béazisvektor, illetve komponenseinek dsszege megadja az elemi
részrendszerek szamat, |k| = Y, k; = n. A normalasi tényezd kiszamolésa teljesen analog a 2
dimenzios, (5.21) kiszamolasaval, tehat a (Dy|Dg) szorzat értéke megegyezik a (5.36) képletben
szerepl6 tagok szaméval, ami pedig annak a szama, hogy hanyféleképpen lehet sorba rakni &
darab l-est, ko darab 2-est stb., azaz, amit a multinomiélis egyiitthatd ad meg

1

(5.37) Nie = /(Dg|Di) = \/% Zv)' - \/Hn;c' - (Z> -
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Ez alapjan a k indext, |Dy) Dicke-allapot elsall a

>
(5.38) 1Dy = (Z) (| 11..122..2 ... dd...d) + ,psszes permutécic')”)
k1 ko ka

alakban, ami a (5.22) képlet megfelelGje tobb dimenzios elemi részrendszerek esetén. Ezek az
allapotok is ortonorméaltak, azaz (Dg|D;) = g1, amit a qubit esethez hasonloan lehet belat-
ni. A qudit Dicke-allapotok elgallitasara is talalhatunk zart képletet a permutacidéoperatorok
segitségével a

1 1=
(5.39) Di) == Y Ry|11..122..2..dd..d) = —|Dy)
k oceSyL, k1 ko kq k

modon. Az ]ifk normaélési tényez6 kiszamitasahoz irjuk at a |5k> vektort a
(540) ‘-Dk'> = Z RU|D2> = Z Z RU|DIOc>
oeSy, CGSL/SLVk oeC

modon, ahol Sg, i a \Dg) vektor stabilizdtora, azaz olyan w € Sy permutéaciok halmaza, amelyekre
R,|DY) = |DY). Tehat az w-k olyan permutaciok, amelyek felbonthatok olyan permutaciok szor-
zatara, ahol az egyes permutéciok csak azokat az indexeket permutaljak, ahol a | DY) vektorban
ugyanolyan komponensek vannak. Vagyis

(5.41)

Spge = {w=wiws..wq | w1 € S(12, k11> W2 € Skr41ki42,. ka}s s Wd € S{hy 141 ka1 42, ka} |-

Ez alapjan ki lehet szamolni a stabilizator nagysagat,

d
=[I*"
=1

S1/SLk a stabilizdtor szerinti baloldali mellékosztdlyok halmaza, azaz

(5.43) SL/SL,k:{TSL,k |T€SL}.

(5.42) |SL Kk

(Megjegyezziik, hogy G/N-nek az N normalis részcsoport altali faktorcsoportot szoktak jelol-
ni, de altalanosabban a G/H, H \ G a bal/jobboldali mellékosztalyokra is hasznélatos jel6lés.)
Nyilvanvalo, hogy két mellékosztaly vagy megegyezik egymaéssal, vagy diszjunktak, és az elemszéa-
muk megegyezik. Két mellékosztaly akkor egyezik meg, ha a (5.43) definicioban szerepls 7 és 7/
permutaciok ugyanazt az eredményt adjék, ha hattatjuk cket |DY)-ra. Tehat a mellékosztalyok
tulajdonképpen ekvivalenciaosztilyok. Ezek alapjan az (5.40) Osszefiiggést tovabb irva

D)= > S RuDY)= Y 3 RRDY)=

(5.44) CeSt/Sp,k TweC CeSy /Sy, TweC
= > Y RADR =IStkl Y Reo)lDR) = ISpl - [Dw).
CeSL/Sp,k TwEC CeSp\SL .k

Ahol 7(C') kivéalaszt egy tetsz6leges elemet a C' mellékosztalybol. Itt kihasznaltuk, hogy w € Sy, k,
és azt, hogy minden 7 € C ugyanigy hat |D{)-n. Tehét (5.44)-ban az utolsé dsszegzésben a |DY)
vektor Osszes kiilonboz6 permutaciojat adjuk Gssze, ami (5.36) alapjan pont |Dg). Ez alapjan

]if L kiszamolhato,

1
2

(545) ]i/vk, = <5k|5k> = ‘SL,k‘ <Dk|Dk> = |SL,k|Nk = n'(Z) .
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Tehat

(5.46) D) = < > - > Ro|DY).

nl ocESL

Megjegyezziik, hogy az N, értéke kiszamithato csoportelméleti modszerekkel is, hiszen N, 2 érte-
ke megegyezik a |DY) pdlydjinak elemszaméval, azaz azoknak a vektoroknak a szdmaval, amit
kaphatunk, ha a |D}) vektorra hattatunk egy o € Sp permutaciot. Ennek az értéke pedig az
pdlya-stabilizdtor tétel alapjan

[ 1SLl /
(5.47) 157 ] ol '

Az (5.46) képletben is felismerhetjiik az (5.10) P prOJektort aminek segitségével megkaphatjuk
az (5.27) Osszefliggés tetszoleges dlmenmos alakjat a

(5.48) |Di) = (Z)§P|Dz>

modon.

A két dimenzids esethez hasonlé meggondolasokkal azt kapjuk, hogy a | Dg) vektorok bazist al-
kotnak a P projektor képterén, a szimmetrikus Hilbert-téren, ami alapjén tetszéleges d dimenzio
esetén a ’Hiymm dimenzi6ja megegyezik a lehetséges k multiindexek szdmaval, ami megegyezik
annak a szamaval, hogy hany kiilonb6z6 \Dg)-t lehet felirni, vagyis, hogy n darab pont kozé
hanyféleképpen lehet elhelyezni d — 1 darab vonalat (stars and bars problem). Ezek alapjan a
szimmetrikus Hilbert-tér dimenzi6ja tetszéleges d dimenzié esetén

n+d—1
1)

Ez d = 2 esetén visszaadja a két dimenziora kapott eredményt (5.28), mivel

(5.50) ("‘;le) . (”fl) —_

A qudit Dicke-allapotok is felbonthatok kevesebb elemi részrendszerbdl allo Dicke-allapotok
tenzorsszorzataként a

(5.51) |Dy) = Z |Dy) | Die—1),
lerd

(5.49) dim(H37™™) = (

vagyis normaléssal a

(5.52) |Dyg) = (Z)l 3y (’;‘)ém ® (l‘_’?)éDkﬁ}

lerd

modon, ahol bevezettiik az % 1, multiindexhalmazt, ami az olyan d dimenziohoz tartozo, m
elemi részrendszert leird multundexeket tartalmazza, amelyek elemenként nem nagyobbak a k
multiindexnél, azaz

(5.53) I, = {l e Nd ’ Sl =m, L < ki, Vi€ (1,2, ...,d}}.

Qudit esetben az Ifn’k halmazt meghatarozni nehéz, hiszen a d = 2 qubit esetnél sem voltak
rogzitettek az Osszegzés hatarai. Ezt a halmazt gy lehet elképzelni, hogy az Né¢-on beliili I < k
hipertéglatestnek az |I| = m hipersikkal valo metszetét paraméterezziik fel, ami zart alakban
nem lehetséges d > 2 esetén.
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Azt, hogy (5.52) tényleg egy Dicke-dllapot, gy lehet belatni, hogy ha vesziink egy tetszsleges
k =1+ (k — 1) multiindexet, akkor a 3>, |D;) ® |Dg_;) 0sszeg minden tagja szerepelni fog | Dy)
(5.19) definici6 szerinti felirasaban. Emellett, ha vesziink egy, a |Dg) (5.19) definicio szerinti
felirasaban el6forduld |i1...im%m11; -y in) = |t1..0m) & |lmy1...0n) tagot, és bevezetjikk az [; =
Halia=g,1<a<m}|ésk;—1;={a]i, =j,m <a<n}| jelolest, illetve a k = (k1, ks, ...kq)
és 1 = (Iy, ..., 1) multiindexeket, akkor azt kapjuk, hogy az 6sszes ilyen tag elsallithato |D;) ®
| Dye—;) modon.

6. DICKE-ALLAPOTOK KORRELACIOJA ES OSSZEFONODASA

Ebben a fejezetben a |Dg)(Dy| tiszta allapotok korrelaciojat, illetve Osszefonodéasat fogjuk
vizsgalni kiilonbozs esetekben. Ehhez vegyiik észre, hogy az (5.52) képlet tulajdonképpen a |Dy)
Dicke-allapot Schmidt dekompoziciéja {|D;)} és {|Dk—_;)} Schmidt-bazisokkal a

(6.1) D)= " \/nkID) © | Dec)

lerd
alakban, ahol a Schmidt egyiitthatok értéke
(6.2) = M = Nio—1-
(k)
A (6.1) Schmidt-dekompozicio, és (4.72) alapjan egy X|X bipaticiéra, ahol |X| = m a
| Dg)(Dy| allapot korrelacioja

(63 T (IDRDRl) = =2 3 (7)(%7> 1n<(7)<}7)>.

eI, (k)

Kiszamolhatjuk a | Dy)(Dy| &llapot I¢ (| Di)(Dy|) korrelaciojat (4.65) alapjan egy tetszéleges & €
TI(L) particiora, kihasznalva, hogy S(|Dg){Dg|) = 0, mivel tiszta allapotrol van szo. Bevezetve a
Sx(‘Dk><Dk|) = S(TI‘Y |Dk><Dk|) jelélést, azt kapjuk, hOgy Ig(‘Dk> <Dk‘) = ZXES SX(‘D[J <Dk|)
Ha | X;| = m;, akkor azt kapjuk, hogy

(6.4) zg(Dk><Dk)=—Z< ) (nzi)(%ﬁi) 1“<(n?>((£§ﬁi)>>’

i lelgzyiyk

ami a ¢ = X|X biparticiéra visszaadja a (6.3) képletet. Ilyen korrelaciokra lathatunk példat az 5.
és a 6. abran.

Ezek, és (4.73) alapjan egy X |X biparticiora, ahol | X| = m a |Dy)({Dy| allapot dsszefonodésa
(1) (20 | ( (1) (1) )

n = .
(k)
Az 6sszefonodast sajnos csak biparticidkra tudjuk kiszamolni, aminek az oka az, hogy a (4.68)
Osszefonodas relativ entropiajaban szerepl minimalizalast a (4.65) korrelacio relativ entropiaja-
val ellentétben nem tudtuk zart alakban megadni. Az 6sszefonodasrol lathatok informéciok a 7.,
8., 9., 10. és 11. abran.

A korreléciot és Gsszefonddast mérs abraktol le lehet olvasni, példaul, hogy a korrelacio és az
Osszefonddas erdsebb, ha egyenletesebb felosztasra vonatkoznak, illetve akkor is, ha egyenlete-
sebb a gerjesztés, vagyis a kiillénb6zd gerjesztések szama hasonlo. Masrészt az is latszik, hogy a
korreléci6 és az Osszefonodas invarians a kq, ko cserére, illetve az m, n —m cserére; ahol az elbbi
annak a megnyilvanulasa, hogy a k;, k; csere megfelel az |i), |j) cserének, ami egy lokalis unitér
transzforméacio, amire a korrelacié és az 6sszefonddés invarians; az utobbi pedig magénak a Dicke
allapotnak a szimmetriajabol, ami a fenti (6.5) képletben is megnyilvanul.

65)  Bxx(DODk) = 5Lyx(DeDs) = = 32 0k
lerd k
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5. ABRA. Az n = 8 elemi részrendszerbdl all6 | Dy, 1,)) qubit Dicke-allapotok
korrelacioja egy £ = X1|X2| X3 particiora, ahol | X;| = m;, kiilonb6z6 ko értékek
esetén.

E 6 s
(D) £ =224 (B) £=2[3|3

6. ABRA. A maximum n = 8 elemi részrendszerbél allo | Dy, 1,)) qubit Dicke-
allapotok korrelacioja kiilonboz6 particiokra, ahol | X;| = my, a ky és ko értékek
fliggvényében.
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7. ABRA. Az n = 8 elemi rész-
rendszerbdl &ll6 | Dy, x,)) qubit
Dicke-allapotok Gsszefonddasa,
egy X|X,|X| = m biparticiora,
ahol, kiilonb6zs 0 < kg < 4 ér-
tékek esetén.

8. ABRA. Az n = 8 elemi rész-
rendszerbdl &ll6 | Dy, x,)) qubit
Dicke-allapotok Gsszefonddasa,
egy X|X,|X| = m biparticiora,
ahol, kiilonb6z6 4 < ko < 8 ér-
tékek esetén.

e
®
\ e
K3
K3

33333
oo
BwN Lo

3

k>

5

9. ABRA. Az n = 8 elemi részrendszerbél allo | Dy, 1,)) qubit Dicke-allapotok
dsszefonodasa, kiilonbozs X|X,0 < |X| = m < 4 biparticiokra, ky fiiggvényé-

ben.
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10. ABRA. Az n = 8 darab, d = 3 dimenzits elemi részrendszerekbél 4llo
| D (ky ks ks)) Dicke-allapotok sszefonodasa, egy X |X,|X| = m biparticiora, kii-
16nb6z8 k betoltési szam vektorok esetén.

<) mE%'Yﬂ

0
13

3
@5675

(c)m=3

11. ABRA. A maximum n = 8 darab, d = 3 dimenzios elemi _részrendszerekbol
allo | Dy, ks kq)) Dicke-allapotok Gsszefonodasa, kiilonb6zé X | X, | X | = m bipar-
ticiokra, a k betoOltési szam vektor ki és ko komponenseinek fiiggvényében.
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7. DICKE-ALLAPTOK MATRIXSZORZAT ALAKJA.

Ha fel akarjuk irni egy tetszdleges |Dy) Dicke-allapot (4.25) MPS alakjat, akkor kénnyt
dolgunk van, mivel az allapot (4.15) Schmidt-dekompoziciéjaban szereplé Schmidt-vektorok
(5.52) alapjan szintén Dicke-allapotok, illetve a H, elemi részrendszerek bazisvektorai és a
matrixszorzat-allapot felirdsa soran (4.18)-ben elSkeriils |7) vektorok is Dicke-allapotok. Elészor
vegylik a |Dy) vektor (5.35) Schmidt-dekompozicidjat egy {1}{2,3,...,n} felbontasra nézve

(7.1) D)= > \/0EID) @ |Di—1,) = Y \/nF (i1]Dy,)]in) @ |Die-sy)-
Leld, i LEelf,
Vezessiink be egy m leképezést az
m:N — N¢
(7.2) _ : ;
i — m(i): (m(z))j = 05

modon, azaz az ¢ szadmhoz egy olyan multiindexet rendel, aminek az i. eleme 1, a tobbi 0. Ez
alapjan a (7.1)-ben megjelend skalarszorzat értéke (i1|Dy,) = O(m(iy),1,), mivel [i1) = [Dypy(iy)) is
egy Dicke-allapot, és ezek az allapotok ortonormaltak. Ezt visszafrva (7.1)-be, azt kapjuk, hogy

(7.3) |Dy) = Z Z N O (m(in)an li1) @ [ Di—1,),
i1 l1€1f1k
ami alapjan
1)
(7.4) i)™ = S(amin) o)

(75) 1Dr—1y) = >, A0 D@D, —e) =Y, Y \/nf (il De)lin) ® | Dr—t, 1)

d i d
telf ., 2 telf

médon, ahol a skalarszorzat értéke (in|Dy) = O(my(iy) ). Irjuk fel a [Dy_y, —¢) vektort a

(7.6) Dk—tyt) = D (Dkts|Dkty-t)|Dkto) = D Sty +6)| Di1,)

l2EIg,k l2€I§lyk

modon, ahol kihasznaltuk, hogy a Dicke-allapotok bazist alkotnak. Ezt visszairva (7.5)-be azt
kapjuk, hogy

(7.7) Dea) =" > > A0 0(m(in) ) tats 4 li2) @ | Dr1,)-
iz teli{k_ll lQGIg,k
Elvégezve a t-re valo Osszegzést,
(7.8) De1,) = > /1 Smia)tat)]i2) @ [Di1y).
i2 1261’3”9
Ezt visszairva (7.3)-ba, azt kapjuk, hogy

(7.9) De) =D >0 > A1 S\ 1 S(m(ia) da—t) li1) @ liz) @ | Dr_1,).

1,12 llelf,k leIé{,c
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Ez alapjan
[ k=l
i M, —1
(7.10) T2 = 2 S ia) da-11)-
k
.,

Most tegyiik fel, hogy az el6z6ekhez hasonld lépéseket mAar a-szor megtettiik Ekkor a |Dk L)

A

m = l-re, a

(7.11)
D)= 3 Vo ID) @Dk o) =3 D 1 (iasal Delliasn) @ (Dt )
te]f,k—ta fat1 teIf,k—La
alakban, ahol a skalarszorzat értéke (iqi1|Dt) = O(m(in.q),t)- (7-6)-hoz hasonléan frjuk fel a
|Dg—1,—t) vektort a
(7.12) > (Dhte Dkt Dktay) = D Suiritutt) Diotoyn)
lat1€15,, lapr€1¢

modon. Ezt visszairva (7.11)-be és a t-re valo Osszegzést elvégezve azt kapjuk, hogy
k—L, .
(713) ‘Dk‘*la> = Z Z nl,ﬂ_l7la6(m(ia+1),la+1*la)|Za+1> ® |Dk*la+1>’
lat1 la+1613+17k

ami alapjan

nk‘ ly

(a+1)iars _ YV Mati—la

(714) Fla,la+1 = /k(s(m(ia+l)sla+1ila)'
T]la+1

Ezt az alakot kissé egyszertibbé tehetjiik, ha észrevessziik, hogy l,+1 — l, = m(iq4+1) egyszeres
gerjesztési index, és az ilyenekre a Schmidt-egyiitthatot konnyen kiszamithatjuk zart alakban.
Tetszoleges k' és egyszeres I’ = m(j) indexekre (ha k% > 0) szamoljuk ki

1\ (|K'|—1 _ (k=1 M
(7.15) nk’ _ (l’)(lk/‘—l/) _ 1 LRy T kDK, k;
. | &/ - K = Y = —-
(%) (%) (%) K|
Ezzel
a ia (k - la)ia
(7.16) Fga:;alil = —;6(m(ia+1)vla+l—la)'
(n— a)maﬂ

Vegyiik észre, hogy a Dicke-allapotok (4.28) jobbkanonikus MPS alakjaban szerepld B matrixok
egyszeribb alakot vesznek fel a I' matrixoknal, éspedig
(K)i, — (la—1)i,

7.17 Bl e S it =
( ) lo—1,la T]la—la71 (m(ia)la—la-1) n_a+1

A (7.17)-ban lathato B matrixokkal a |Dg) vektor jobbkanonikus MPS alakja
(7.18)

D= 3 3 X e X BUUBIIBI B ("”“®Ila

i17i25~~~ainl1€Iik lzelg_’k ln—lefzil)k

O(m(ia)la—la_1)>
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8. OSSZEFOGLALAS

A dolgozatban megvizsgaltuk a qudit Dicke-allapotok sokrész korrelacidjatnak és Osszefo-
nodasanak kiilonféle aspektusait. Ehhez attekintettiik az elméleti alapokat a véges dimenzids
Hilbert-tér formalizmussal kezdve, majd megnéztiik, hogy ezek segitségével hogyan lehet leirni a
kvantumrendszereket. Ezek utdn atvettiik a diszkrét véges Osszetett rendszerek tulajdonséigait,
tobbek kozt a sokrész korrelaciot és dsszefonodast, és azok mérészamait. Ezekkel az eszkozok-
kel kiszamitottuk a qudit Dicke-allapotok sokrész korrelaciojat, dsszefonodasat és matrixszorzat
alakjat.

A Dicke-allapotok azért szolgalnak nagyon jo példaként a sokrész dsszefonodashoz, mert ezek
egyszeri, szimmetrikus szerkezetii, kevés paraméterrel leirhatd allapotok, amelyekre konnyen
lehet zart alakban szamolni. Ez az allapotok (6.1) Schmidt-dekompozicidjan, vagy (7.17)-(7.18)
maétrixszorzat alakjan is jol latszik. Matrix-szorzat alakot zart alakban, analitikusan kiszamitani
nagyon nehéz, kevés példa létezik ra az irodalomban. Megjegyezziik, hogy ezek az eredmények az
Osszegzési hatarok miatt kissé implicitek altalanos quditekre, de qubitekre ennél is konnyebben
kezelhets, explicit formulakka valnak. Mindemellett ezek az allapotok fizikailag is relevansak, a
qubit esetben a ko = 1, egyszeres gerjesztésii Dicke-allapotok a kvantumoptikai Dicke-modellben
explicite elgjonnek.

A (6.1) Schmidt-dekompozicio segitségével felirtuk a Dicke-allapotok korrelaciojat a (6.4) kép-
letben tetszoleges felosztasra nézve, illetve dsszefonodasukat biparticiokra a (6.5) képletben. Eze-
ket abrazoltuk konkrét esetekben, és lathattuk, hogy a korrelacio és az 6sszefonddas erésebb, ha
egyenletesebb felosztasra vonatkoznak, illetve akkor is, ha egyenletesebb a gerjesztés, vagyis a kii-
16nb6z6 gerjesztések szama hasonlo. Masrészt azt is lattuk, hogy a korrelacio és az 6sszefonddas
invarians a gerjesztések cseréjére (atcimkézésére, ami a lokalis unitér invariancia kovetkezménye),
illetve a részrendszer méretek cseréjére (ami az allapot szimmetridjanak kovetkezménye).

A Dicke allapotok azért is fontosak, mert altalaban az ilyen jellegii allapotokbeli 6sszefono-
dastol azt varjuk, hogy az nem ,torékeny”, vagyis nem tiinik el, ha elveszitiink részrendszereket,
hanem a megmaradt részrendszerek is Osszefontak maradnak. Ezeknek a részrendszereknek az
allapota persze kevert, igy 6sszefondédasukat nem tudjuk még tanulményozni, ez terveink szerint
tovabbi kutatasaink targyat képezi majd.
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