Kvantumosszefonodéas Hazifeladat, 2012. aprilis 4. Hataridé 2012. aprilis 18. Az els6
kicsit hosszadalmas, de nem akartam, hogy mindig csak unalmas egyszeri feladatok le-
gyenek.

17. feladat — 1-qubit kevert allapotok dekompozicibi

Volt: Ha dimH = n és egy strtiségmatrix spektralfelbontésa
n
0= Mlelpil,  Xi=0,> Xi=1, {pile;) = dij,
i=1
akkor barmely tetsz6leges m elemd (m > n) konvex dekompozicio

Jj=1

kifejthets a /A;|¢;) vektorokkal az Uj; kifejtési egyiitthato-matrixszal, (m x n-es,) mely-
nek oszlopai ortonormaltak (UTU = I,,, izometria) a kovetkezéképpen:

VB =Y Ui/ Adlei).
=1

(m tetszélegesen nagy lehet.) Ez volt a Schrédinger’s Mixture Theorem.

Legyen n = 2, vagyis qubit, és irjuk fel az 0sszes lehetséges m = 2 elemd dekompo-
ziciot! Orosz Tanarur modjara az alabbi kérdés-szekvencidval szeretném végigvezetni a
megoldast:

- Elevenitsiik fel az egy-qubit stirtiségmatrix spektralfelbontasat: mik lesznek a sajat-
vektorok, ezek milyen spin-irdnyoknak felelnek meg, az ezekre vetitd projekciok hol he-
lyezkednek el a Bloch-gémbon? (Nem kell abrat beadni, mert az egy csom6 munka, de
mindenki rajzoljon maganak a gondolkodéashoz!)

- Ha ezt atgondoltuk, akkor mar kirajzolodik, hogy mi az, amit csinalni fogunk. Vagyis?
- U most 2 x 2-es, ekkor unitér lesz (miért?), és nekiink elegends a Specialis Unitérekkel
(det U = 1) foglalkozni (miért?), és valaszthatjuk a kovetkezs parametrizaciot:

U= [Z ﬂ €SU?2), abeC és l|a*+|b*=1

(Aki ezt nem tudta, az jarjon utana. Spoiler: hasznaljuk az UT = U1 Gsszefiiggést.)

- Irjuk fel VD l1)-et, \/Dy|1h2)-t, és ezekbdl pi-et és po-t!

- Hol lesznek ezek a pontok a Bloch-gombén? Ehhez irjuk fel a [1)1)(1)1] és |12) (12| tiszta
allapotok matrixat az eredeti |¢;)-bazisban, és olvassuk le a Bloch-vektorok koordinatait,
vagy ha tugy tetszik, az iranyszogeket! (Figyelem! Mivel |¢;)-bézisban dolgozunk, ez azt
a konnyitést jelenti, hogy az eredeti allapot. .. merre is van?)



- Ezek a Bloch-vektorok még eléggé emészthetetleniil néznek ki ahhoz, hogy ne lassunk
belgliik semmit. Amit megtehetiink, hogy vessziik az A\; = Ay = 1/2-et, (ami mit is je-
lent?) és ebben a specialis esetben mar elég jol latszik, hogy a |¢1) (1] és [12) (12| pontok
hol lesznek. (Hol is?) (Persze ez triviélis.)

- Es mit fejeznek ki az altalanos formuldk? (Ez nem biztos, hogy frappansan megvala-
szolhat6, most nincs tébb idém, hogy gondolkodjak rajta. Ha igen, akkor ahhoz mar kell
egy kis kreativitas. .. Szoval ez csak pluszpontert. .. )

18. feladat — Néhany hasznos formula

Konnyti, csak a multiindexelés atgondolasahoz: Lassuk be, hogy ha A egy ny X ni-es és
B egy na X ng-es métrix, akkor

tr(A® B) = (tr A)(tr B),
tri(A® B) = (tr A)B,
tro(A® B) = A(tr B),
det(A ® B) = (det A)”1 (det B)"?

(Igazabol a masodikbol vagy a harmadikbdl kivetkezik az elss, de midegy.)

19. feladat — 2-qubit kanonikus alak

Legyen [¢) € H! @ H?, és a bazis a szokéasos gyorsirassal o)) ® ‘g0§> = |pij) = |ij),
és legyen mindkét Hilbert-tér két dimenzios, tehat altalaban [10) = 1h0|00) + 101]|01) +
1¥10/10) 4 211|11). Legyen most

|1)) = cos(a)|00) + sin(«)|11)

- Mik lesznek a Schmidt-egyiitthatok?

- Irjuk fel a o = |[¢) (9| tiszta allapoti stiriiségmatrixot a fenti bazisban,

- valamint a részrendszerek allapotait (redukalt stirtiségmatrixok): o' = trs 0, 0> = try 0.
- Mi lesz a spektrumuk?



