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A szokasos Pauli-matrixok:
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29. feladat — A Bell-egyenlétlenséghez

Legyen H = H' ® H? két feles spin Osszetett rendszere: dimH! = dimH? = 2. Feles
spin esetén a harom ortogonalis spin-iranyhoz tartozo operatorok S; = %Ji (gyorsirassal
S = 20), és az adott a € R?, ||la||? = 1 iranyd spin-mérés operatora Sa = >, a;5;
(gyorsirassal S, = aS). Az Osszetett rendszer két részrendszerén a megfelel6 mérhets
mennyiségek operédtorai Sgl) = 5. ®1 és Sl()z) = 1 ® Sp, A spin-korrelaciés méréshez
tartozo obszervabilis Sa 1, = Sgl)St()Q) = Sa ® Sp.
a.) Szamitsuk ki az

E(a,b) = (4|Saplv)
varhatoertéket a |¢) = %(]OD — |10)) szinglet-allapotban! (Oran felirtam, most szamol-
juk ki.)
b.) A Bell-egyenlétlenség
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(Z) |E(a,b) — E(a,b’) + E(a’,b) + E(a,b')| < 2,

keressiink legylabb egy olyan a, a’, b, b’ mérési irdny-készletet, amikre ez sértil!

Hogy ne csak az ismert dolgok legyenek, gyengitsiik egy kicsit a lehetségeinket: tud-
juk sérteni az egyenlétlenséget nem teljesen Gsszefont dllapottal is? Errél szol a kovetkezd
két részfeladat:

c.) Szamoljuk ki az E(a,b) varhatoértéket a [¢'(n)) = \/n7]01) — /1 —n|10) allapotban!
(0 < n < 1, ez lokalis-unitér ekvivalens a szokasos Schmidt alakkal, de ezzel kicsit szebben
lehet szamolni. Az a lényeg, hogy az n paraméterrel folytonosan valtoztatjuk az allapot
Osszefontsagat, lasd a 31.f feladatban.)

d.) A b.) feladatban talalt a, a’, b, b’ mérési beallitasokkal milyen intervallumba eshet
1 ahhoz, hogy a Bell-egyenl6tlenség sériiljon? (Vagyis milyen az a legkevésbé Gsszefont
allapot, amivel még sérteni lehet az egyenlStlenséget?)

e.) Sok plusz pontért: Mutassuk meg, hogy barmely kis (de nem nulla) &sszefontsag ese-
tén lehet talalni olyan mérési beallitasokat, amivel a Bell-egyenl6tlenség sérthets! (Azért
sok plusz pontért, mert nem néztem meg, hogy meg lehet-e igy csinélni. .. Mas megkoze-
litésbol viszonylag kénnyen adodik, remeélem, eljutunk odaig kévektezs oran!)




30. feladat — Kvantum-teleportalas

Legyen H = H' ® H? két feles spin Osszetett rendszerének Hilbert-tere: dimH! =
dim H? = 2. A Bell-allapotok ezen a Hilbert-téren

Bo) = j§(|oo> 1+ 11) = 00 © 1B},
By) = j§(|01> +110)) = o1 @ T[By),
Bo) = ;g(wn ~110)) = 02 ® I|By),
Bs) = 2 (J00) — 1)) = o3 @ I[By).
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(o9 = I) teljes ortonormaélt rendszert alkotnak, lokalis-unitér ekvivalensek egymassal, és
mindannyian maximalisan sszefontak. (Magic Basis-nak is szoktak nevezni, korabbi hazi
feladatban B-val jeloltem, de jel6ljiik inkabb nagy latin bettivel, mert még késébb is igy
fogunk nevezetes tiszta allapotokat jeldlni.)

Az 6ran nézett teleportéalasi protokollban harom qubit vesz részt: H = H' @ H2 @ H3,
dimH' = dim H? = dim H? = 2. A szamitasanal kihasznaltuk az e tér megfelel§ elemeire
vonatkoz6 alabbi egyenl@séget:

3
X [Bo) = 3 D" [B) @ (o5l):

j=0

Szamoljuk ki, hogy tényleg igy van! (Itt is lehet fat vagni, de aki a 28. feladatban rajott,
hogy milyen szép alakja van a flip operatornak a Pauli-matrixokkal, az ezt kdnnyen felirva
harom részrendszerben az els6 és a harmadik cseréjére, nagyon gyorsan ceélt ér.)

31. feladat — Konkurrencia

Legyen o € D(H) siirtiség méatrix, és dimH = d. A konkurrencia-négyzet a ¢ = 2
paraméterd Tsallis-entréopia normaélt valtozata:

d
d—1

d
S3%(0) = —— (1 —tro?),

C*o) = p

tehéat ez is a sirtiség matrix kevertsegét jellemzi. (Egyebként az I identitas operator
szorasnégyzetével kapcsolatos.)

a.) Ellendrizziik, hogy C2(g) < 1, és ezt a maximumot fel is veszi!

b.) Legyen d = 2 (qubit)! Ekkor C?(p) ardnyos lesz a siirtiség métrix egy invarianséval.
Hogy fog kinézni? (Ismét lehet fat vagni, de hasznéalhatjuk a Cayley-Hamilton tételt is.)
c.) Szintén qubitre, hasznéljuk a strtiségmatrix Bloch-vektoros felirasat: o = %(I + x0o),
ahol x € R3, ||x|? < 1 a Bloch-vektor a spin irdnya. Szamitsuk ki C?(g)-t ekkor!



Legyen H = H' ® H? két részrendszer dsszetett rendszerének Hilbert-tere, és o =
[) (| € D(H) tiszta allapot a |¢) € H vektorral megadva. (|y) = Z,}’jzo ¥ijlij)) En-
nek a tiszta allapotnak az Gsszefontsdganak mértékét jellemzi az Gsszetett tiszta allapot
konkurrencia-négyzete, (irott nagy C,) ami a részrendszer kevertségének mértéke annak
konkurrencia-négyzetével:

C*(y) = C*(a), ahol o1 = tra [¢)(¥].

d.) Ugye igaz, hogy C%(01) = C?(02), ha o1 és oy egy tiszta allapot két redukaltja?

e.) Két qubit esetén, felhasznalva a b.) feladatban kapott eredményt, konnyen kapunk erre
egy formulét a 1);; ,kifejtési-egyiitthato matrix” egy invaridnsaval. Mi lesz ez a formula?
f) Ismét két qubitre, legyen [¢(n)) = /1]00) + /T —n[11) Schmidt-kanonikus alak.
Szamoljuk ki a C2(¢(n)) konkurrencidjat! Ugyanannyi lesz, mint az eléz6 feladatbeli
|4/(n)) allapotra? Milyen 7 paraméterek esetén lesz az allapot szeparalhato (C2 = 0), és
mikor lesz maximalisan dsszefont (C? maximalis)?



