Kvantumosszefonodés hazi feladat, 2014. februér 28. Hataridé 2014. marcius 17. Most
csak két feladat lesz, de a méasodik kettst ér. Vagy akar tobbet is, a pontozéson még nem
gondolkodtam.

7. feladat — spin-flip

A Pauli operatorok szokasos matrixai:

O R () R

és jeloljiik: xo = x101 + 22092 + x303. Egy qubit allapota megadhaté a

0= %(I + x0) (2)
stiriiségoperatorral, ahol a Bloch-vektor x € R? a Bloch-gémbben van (||x|| < 1). Hajtsuk
végre az ugynevezett spin-flip transzforméciot, amely komplex konjugalés, majd unitér
transzformécié a o9 Pauli-matrixszal. (Ez egyiitt egy anti-unitér transzformécio, o6ran
talan majd lesz sz6 az ilyenekrsl.) Hogyan tudjuk ezt elképzelni, vagyis mi lesz ennek
hatésa a Bloch-gémbon:

020" 03,

0 — 0=
X — x' =7

(A csillag komplex konjugalast jelent.) Mit is jelent ez, ha a spinre tgy gondolunk, mint
valamire, ami forgast jelent (axialvektor)?

A kovetkez6 feladathoz jol jon a Pauli-métrixok ismert szorzasa:

3
ojo = 0l +i E €jk101,
=1

ami miatt
(x0)(yo) = (xy)I+i(x x y)o,

és nem is kell matrixot szorozni :-)

8. feladat — forgascsoport

(Ez részben volt matmodszerekbdl, de jo felidézni, hogy teljesebb legyen a kép.) Legyen
0 € R? (||a]|? = 1) egységvektor, v € R sz0g, és képezziik az
o

Ua(y) = e 2% (3)

matrixot.



(a) Ujjgyakorlatként végezziik el az exponencializalast: vagyis kérdés az r skalar és
az r vektor, amikre Uy () = rl + ro.

(b) Ha ez megvan, akkor ebbdl kénnyen kiszamolhato Ug(7y) determinénsa. Do it!
(Igazabol mashogy is lehet, nem csak az (a) eredményébdl.)

(c) Mi lesz Ug(7y) hatésa a Bloch-gémbon:

o UaMmelUa)',
x — x' = Ra(7)x, Ryu() =7

Egy forgatast kell kapni a Bloch-gémbon, de hogy ez tényleg egy forgatasi méatrix, azt a
kovetkezs részfeladatbol és az azt kovets megjegyzésbdl fogjuk megtudni:
(d) Vegyiik a kovetkezs matrixokat:

00 0 0 0 1 0 —i O
1=10 0 —i|, o=10 0 0], 3= 1|z 0 0], (4)
0 72 0 - 0 0 0 0 O
és jeloljiik: x¥ = 1% + 2939 + 23%3. Ennek hatasa vektorialis szorzéas x-szel: (xX)y =

i(x x y). Ezekkel legyen o
Ry(y) = e "%, (5)

Végezziik el az exponencializalast! Ez az Rg(y) matrix meg kell, hogy egyezzen a (c)
feladatban kapott matrixszal.

Megjegyzés. %O’i és 3; ugyanannak a Lie-algebranak a 2 és 3 dimenzids dbrézoléasai:
mindkettdre igaz, hogy

3
[, Ji] = ZZ €kl
=1

ami az su(2) ~ so(3) Lie algebrat adja meg, ennek lesz %ai és X, aj = %-es és j = 1-
es spini abrazolasai. Ekkor az exponencialis leképezéssel (lasd az (3) és (5) egyenletek)
Ua(7) és az Rg(y) métrixok a SU(2) Lie csoport j = 1-es és j = 1-es spinti abrézolasai.
(A 2 dimenzios a ,definialé” abrazolas.) A j = l-es spind abrazolas megadja az SO(3)-
nak (ami a harom dimenzios tér forgatasai) is a 3 dimenzios (definialo) abrazolasat. Az
Ua(7)xaUs(7)T = (Rg(7)x)o miatt SU(2) kétszeresen fedi SO(3)-at: +Uqs(7) ugyanazt
az Ry (v)-t adja.

9. feladat — Douglas Hofstadter tiszteletére

Az el6z6 feladat kicsit hosszi, tgyhogy kettét ér. A harmadik feladat most csak plusz-
pontért van: talaljatok ki valamilyen frappéns, fizikailag motivéilt problémafelvetésbdl
adodo feladatot a mai éra anyagahoz, és tovabbi pluszpontért oldjatok meg! (Februar 27,
a konvex halmazos témakor.) (A ,Gytrtik Uraval” kapcsolatos problémafelvetés tovabbi
pluszpontot ér, a ,/ Twilight sagaval” val6 viszont levonast.)



