Kvantumosszefono6dés hazi feladat, 2014. aprilis 11. Hataridé 2014. aprilis 28.

22. feladat — Purifikacio

Legyen H két dimenzios, és o = (I + xo) € D(H) qubit allapot a szokasos Bloch-
vektoros felirassal (HF02.pdf). Tegyiink hozza egy mésik rendszert (valamilyen alkalmas
H' Hilbert teret hasznalva) és frjuk fel az Osszetett rendszer egy olyan |[¢)) € H @ H'
allapotvektorat, melybdl a részrendszer allapota éppen g, vagyis o = tryy [1) (]

Most irjuk fel az Osszes ilyen |[¢) € H @ H' allapotvektort ha dimH' = 2. Ezt gy
lehet megtenni, hogy az el6z6 részben kapott |i)-re hattatjuk az I® U-t, ahol U € U(H)
unitér. (Tipp: paraméterezziik az unitér méatrixot a kovetkezd modon:

U:ew/?{z _ali]eU(z), 0<¢<2m, abeC & | +[b*=1.

Aki ezt nem tudta, az jarjon utana. Spoiler: hasznaljuk az UT = U1 sszefiiggést.)

Ez a modszer tényleg megadja az 6sszes ilyen [¢) vektort? Lesz olyan, hogy két kiilonb6z8
U € U(H) ugyanarra a vektorra vezet? Irjuk fel gyakorlasképpen az igy elcsavart |¢)-kkel
a 1) (¢] tiszta allapotot, majd ellendrizziik, hogy o = try: [1) (¢].

23. feladat — 2-qubit kanonikus alak

Legyen [¢)) € H1 ® Ha, és a béazis a szokasos gyorsirassal |¢1,) ® |p2,;) = |1245) =: |i4),
és legyen mindkét Hilbert-tér két dimenzios, tehat altalaban |¢) = 1$%9|00) + °1|01) +
P19)10) + 91111). Legyen most

|1) = cos(a)|00) + sin(«)|11)

- Mik lesznek a Schmidt-egyiitthatok?

- Irjuk fel a m = |1)(¢)| tiszta allapotu stirtiségmatrixot a fenti bazisban,

- valamint a részrendszerek allapotait (redukalt stirtiségmatrixok): m = trg o, mo = try 0.
- Mi lesz a spektrumuk? Milyen paraméterértékekre lesznek tiszték /kevertek? (Ekkor mi
az eredeti allapot?)

24. feladat — Egy altalanositott mérés

Ez egy tok jo példa azokra az elég absztrakt dolgokra, amik a legutébbi é6ran voltak.
Nem nehéz, csak hosszan irtam le.

Tekintsiink egy Gsszetett kvantumrendszert, mely két részrendszerbdl all! Az egyik egy
atom, melynek csak két energiaallapotat tekintjiik: Hilbert tere Hatom = Span{|@atom,0) =
|A), [pAtom,1) = |G)}, ahol a két ortonorméalt vektor az ,alap” és a ,gerjesztett” allapo-
tot jeloli. A masik a fotontér egy modusa, amiben vagy nincs foton, vagy egyetlen foton



van: Hilbert tere Hpoton = Span{|@roton,0) = IN), [¢Foton,1) = |V)}, ahol a két orton-
ormalt vektor a ,nincs foton” és a ,yvan foton”. (Itt kivételesen azért erdltetem ezeket a
bettis jeloléseket az indexelés helyett, hogy latvanyosabban kiilonvaljon, hogy mi melyik
Hilbert-téren lesz.)

Adott idStartam alatt az alapallapotban levé atom p valoszintséggel felvehet egy
fotont a fotontérbdl, és ekkor gerjesztett allapotba ugrik, illetve ugyanekkora valdszini-
séggel gerjesztett allapotban le is adhat fotont, és ekkor alapéllapotba esik.

Szeretnénk megtudni, hogy az atom milyen allapotban van. Ezt a { Py = |[A)(A|, Po =
|G)(G|} C LinHatom ortogonalis projektorokkal megadott Neumann meérés elarulna, de
tegyiik fel, hogy ezt nem lehet elvégezni. Mérni csak azt tudjuk, hogy kibocsatott-e egy
fotont az atom, vagyis csak a {Pxy = |[N)(N|, Py = |V)(V|} C Lin Hpoton Ortogonalis
projektorokkal megadott Neumann mérést tudjuk elvégezni, melynek kimenetei a ,nincs
foton” és a ,yvan foton”.

A mérés el6tt az atom allapotat a oatom € Datom Slriségoperator adja meg. Legyen
a fotontér ,lires” a mérés el6tt, ez gpoton = |N)(N| € Droton! Legyen az adott ideig tarto
kolesonhatésboél szdrmazd unitér operator matrixa

1 0 0
vV1—0p VP

N 1—p
0 0

a fenti bazisokbol képzett szorzat-bazisban: |[A) ® [N), |A) @ |V), |G) ® [N), |G) ® |V). Mit
jelentenek U matrixelemei? Ugye unitér?

Ha megszolal a fotodetektor a kolecsonhatas alatt, az a Py = |V)(V] € Lin Hpoton
projektornak megfelels esemény bekovetkezését jelenti, ha nem, az a Py = [N)(N| €
Lin Hpoton-€t. Most azt nézziik meg, mi lesz az atom allapota ez utan. Ezt a mérést
megadhatjuk a kdvetkets teljesen pozitiv leképezésekkel, melyeket az imént elmondottak
alapjan hegesztiink 6ssze a ,nincs foton” és a ,yvan foton” kimenetelekhez

U =

o O O
_— o O O

(I)N(QAtom) = tI'foton [(I & PN)U(QAtom ® QFoton)UT(I & PN)T:| 5
(I)V(QAtom) = tI'foton [(I ® PV)U(QAtom ® QFoton)UT(I & PV)T} .

Irjuk fel a ®N(0Atom ), Pv(0Atom) € Lin Hatom operatorok métrixait! Ugye ezek a leképe-
zések nem movelik a nyomot? Ezekkel a mérés utani éllapotok a két esetben

1

OAtom — Q/Atom,N = piN(I)N(QAtom)y PN = tT PN (0Atom);
1

QAtom — Qi&tom,\/ = ];(I)V(QAtom)a pv = tr Py (0Atom)-

Irjuk fel ezeket is! Ugye px 4+ py = 1? (Ha nem, akkor valamit elrontottunk...) Mire
kovetkeztethetiink az egyes kimenetelekbdl (,,nincs foton”, ;van foton”) az atom allapotara
(,alap”, ,gerjesztett”)? Illetve irjuk fel a nem-szelektiv mérés eredményét is:

/ / /
OAtom — O@Atom = PNOAtom,N + PvOatom,v-



Ugye tr oy ;o = 17
Most hatarozzuk meg a Kraus operatorokat, vagyis a

DN (0Atom) = MNoatom MY,
(I)V(QAtom) = MVQAtomM\T/

képletekben szerepls My és My € Lin Hatom Operatorok métrixait! (Ebben a példaban
elegends egyetlen Kraus operdtor mindkét kimenethez, nem kell tobb ilyen hatasat j-
re felosszegezni, Zj My ; QAtomMIIL j» ami az Oran tekintett teljesen altalanos eset volt.
Aki még nem faradt, az orai levezetés alapjan meggondolhatja, hogy ez azért van, mert
1-ranga projektorok reprezentaltdk a ,nincs foton” és a ,yvan foton” eseményeket Hroton
téren.) Ugye igaz, hogy M;{IMN <Iés M\T/Mv < I? (Onadjungalt matrixokra A < B, ha
0<B-A)
A kimeneti valészintiségek a trace ciklikussaga miatt

PN = tr ON(0Atom) = tr MEMyoAwom,  Ex = M{ My,
pv = tr v (0atom) = tr M\T/MVQAtom, Ey = M\T/M\u

vagyis megkaphatoak a { En, By} C Lin Hatom pozitiv operator értéki meérték (POVM)
felhasznalasaval. irjuk fel ezek métrixait, illetve ellendrizziik, hogy En 4+ Ev = Iatom. Mi
lesz ezeknek a spektralfelbontasa? Ezek a Hatom Hilbert téren hatnak, benniik az Atom
allapotara vonatkozo események konvex kombinacioja jelenik meg. Gondolkozzunk el a
jelentésén: vagyis milyen jarulékok johetnek az atom allapotaibdl a fotonsziém mérésbe?



