Kvantumosszefono6dés hazi feladat, 2014. aprilis 28. Hataridé 2014. majus 12.

28. feladat — A kvantum relativ entrépia pozitivitasa

A kvantum relativ entropia: g,o € D(H) allapotokra
S(o|lo) =tro(lnp —Ino).

Bizonyitsuk be, hogy ez nemnegativ, és 0 akkor és csak akkor, ha o = o.
Ehhez bizonyitsunk egy erdsebb allitast:

Slello) > 5 tx(o — o)*

(Hint: Ehhez igazoljuk, majd hasznaljuk fel a kovetkezd, n(x) = —zlnz fliggvényre
vonatkoz6 egyenl6tlenséget:
! 1 2
—n(x) +n(y) + (@ —y)n'(y) = 5@ —y)",

ahol a ’ derivalast jelent. Ezt kovetSen hasznaljuk fel a méatrixkalkulusbeli eredményt,
hogy ha ¢, valos szamokra, fi, gi valos fliggvényekre >, ¢k fr(2)gr(y) > 0, akkor ha x
és y helyére A és B onadjungalt matrixokat irunk, akkor igaz a Osszefliggés a nyomra:

S ek tr(fr(A)gr(B)) > 0. )

29. feladat — Qubitek relativ entrépiaja

Legyen dim H = 2 (qubit), rajta p,w € D(H) allapotokkal, melyek Bloch-vektoros felirasa
(lasd 7. feladat, (HFO3.pdf)):

1 1
Q:§(I+XJ), w:5(1+ya), ahol  x,y eR3 x|, |yl <1
Adjunk meg valamilyen nem til szérnyen kinézé formulat ezek kvantum relativ entro-
pidjara (lasd fent). (Ez az unitér invariancia miatt felirhaté csupan a két Bloch-vektor
hosszaval és kozbezért szogilikkel. Az viszont altaldban nem igaz, hogy a kvantum relativ
entropia a spektrumok klasszikus relativ entropiaja lesz. Van olyan eset, amikor mégis?)

30. feladat — Két qubit operatorok, stirtiségmatrixok

Tekintsiik ismét két qubit rendszerét, His = Hi1 ® Ho, dimH; = dimHo = 2. A H;
és Ho linearis operatorait szokasosan felirhatjuk a Pauli métrixokat hasznalva bézisként:
{o0 = 1,01,09,03}, ebbdl adodott a Bloch-vektoros feliras egy qubitre. A Hio lineéris



operatorainak terén ekkor bézist alkotnak a Pauli martixokbdél képzett elemi tenzorok
{op, ® 0o, | n,v=0,1,2,3}. Egy két-qubit allapot ekkor felirhat6 pl
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ahol x,y € R3, z € R3 ® R3, és a gyorsiras xo = Z?:l rio;, 20 @ o = E?j:l 290, ® ;.
Gondolhatunk ra ugy is, mint

e R* @ R%.

Adjuk meg a redukalt stirtiségmaéatrixokat mindharom iménti alakra! Hogy néznek ki
az R egylitthatok korrelalatlan (0 = 01 ® 02) allapotra?

Sajnos most az R (vagy x,y,z) egyiitthatokkal nem tudjuk altalanosan megfogal-
mazni, hogy milyen értékekre lesz o > 0. (Egy qubitnél ezt egyszeriien a Bloch-vektor
hosszéval meg lehetett adni.) Viszont tekinthetiink specialis eseteket. Legyen x = 0,
y = 0 és z diagonalis! Hivjuk ezt Pauli-diagondlis allapotnak! Irjuk fel ekkor o mat-
rixat, szdmoljuk ki a sajatértékeit, és adjuk meg, hogy milyen z értékekre lesz pozitiv
szemidefinit, (latunk itt valami geometriat a paraméterek (211, 222, 233) € R3 vektorara?)
valamint milyen z értékekre lesz tiszta allapot!

A Bell-allapotok a két-qubit Hilbert-téren

Bo) = 7(I00> +]11)) = 09 ® I|B),
|B1) = \ﬁ(wl) +110)) = o1 ® I|B),
[By) = 73(|01> 10)) = 02 © 1[By),
|B3) = (|00) —|11)) = o3 ® I|By)
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teljes ortonormalt rendszert alkotnak, lokalis-unitér ekvivalensek egyméssal, és mind-
annyian maximalisan Gsszefontak. Vegyiink egy olyan stirtiség matrixot, amely ezek ke-
veréke: o = Zi:o Pu|Bu)(Bul, ahol p, >0, Zi:o pu = 1. Ezt Bell-diagondlis dllapotnak
hivjuk, és a p silyoktdl fiigg, amik a 3-dimenziés szimplexben vannak. Ez konstrukcio-
bol adoddan pozitiv szemidefinit. Mik lesznek ennek az RM" kifejtési egyiitthat6i? Akkor
most mar latjuk, hogy mi lesz a Pauli-diagonalis allapotok geometridja?

(Ez csak lazan kapcsolodik: Legyen a ,Flip” operator F' € LinHj2, aminek hatésa
Fli1) @ [th2) = |12) @ [th1). Irjuk fel a matrixat, és fejtsiik ki a fenti Pauli-bazison!)

Nézziink meg még két dolgot! Ezek a kevert allapotok szeparalhatosagaval kapcso-
latosak, amikrél majd az utolsé éran lesz sz6, de addig is jo kis hézikat lehet bel6le
adni.



Egyrészt legyen a tenzotszorzat-Hilbert tér lineéris leképezéseinek parcialis transz-
pondltja az a lineéris leképezés, ami elemi tenzorokon megadva (4 @ B)t = A @ B.
Tekintsiink egy Bell-diagonalis allapotot! Milyen paraméterekre lesz a parcialis transz-
ponaltja pozitiv szemidefinit?

Maésrészt nézziik meg, milyen paraméterekre majoralja a o Bell-diagonélis allapotot
az 6 o1 = tro o marginalisa? (A majoralas kvantumallapotokon a klasszikus éallapoto-
kon értelmezettel definialt: ¢ < o definicié szerint ha Spect ¢ < Specto. A klasszikus
allapotokon pedig lasd a 12. feladatban (HF04.pdf).)

(Akinek az utobbi két feladat kissé nehéz, az probalkozhat egy speciélis 1-paraméteres
Bell-diagonalis allapottal, ami a zajjal kevert Bell-0-allapot: ¢ = p%1®%1+(1—p)|B0><B0\.
Ugye tényleg Bell-diagonalis?)



