Kvantumosszefonodés hazi feladat, 2016. mércius 18. Hataridé 2016. aprilis 4., vagy
egy kicsit késébb. .. Most csak két feladat lesz, de a masodik kettst ér.

A kovetkez6 feladathoz jol jon a Pauli-métrixok ismert szorzasa:

3
00 :(Sjkl—l—izej'klal, (1)
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ami miatt
(x0)(yo) = (xy)l +i(x x y)o,

és nem is kell matrixot szorozni :-)

7. feladat — forgascsoport

(Ez részben volt matmodszerekbdl, de jo felidézni, hogy teljesebb legyen a kép.) Legyen
a € R? (|[a]|? = 1) egységvektor, v € R sz0g, és képezziik az
Ua(y) = e *2% (2)

matrixot.

(a) Ujjgyakorlatként végezziik el az exponencializalast: vagyis kérdés az r skalar és
az r vektor, amikre Uy () = rl + ro.

(b) Ha ez megvan, akkor ebbdl konnyen kiszdmolhato Uy(7y) determinansa. Do it!
(Igazabol mashogy is lehet, nem csak az (a) eredményébdl.)

(c) Mi lesz Ug(y) hatasa a Bloch-gémbon:

o —  UamoUa()T,
x - x' = Ra(7)x, Ra(v) =?

Egy forgatast kell kapni a Bloch-gémbon, de hogy ez tényleg egy forgatasi méatrix, azt a
kovetkezo részfeladatbol és az azt kdvetd megjegyzésbdl fogjuk megtudni:
(d) Vegyiik a kovetkezs matrixokat:

1 0 0
0], Y3=1¢ 0 0}, (3)
0 0O 0 O

és jeloljiikk: x¥ = 1% + 2939 + x3%3. Ennek hatasa vektorialis szorzéas x-szel: (xX)y =
i(x X y). Ezekkel legyen o
Rq(y) = e 7%, (4)

Végezziik el az exponencializalast! Ez az Rg(v) matrix meg kell, hogy egyezzen a (c)
feladatban kapott métrixszal.



Megjegyzés. %ai és X; ugyanannak a Lie-algebranak a 2 és 3 dimenzios abrazolésai:

mindkettdre igaz, hogy
3

(5, k] = iZEjszh
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ami az su(2) ~ so(3) Lie algebrat adja meg, ennek lesz %ai és X, aj = %—es és j = 1-
es spini abrazolasai. Ekkor az exponencialis leképezéssel (lasd az (2) és (4) egyenletek)
Ua(7) és az Rg(y) métrixok a SU(2) Lie csoport j = 1-es és j = 1-es spinti abrézolasai.
(A 2 dimenzios a ,definial¢” abrazolas.) A j = l-es spind abrazolas megadja az SO(3)-
nak (ami a harom dimenzios tér forgatasai) is a 3 dimenzios (definialo) abrazolasat. Az
Ua(7)xaUg(7)T = (Rg(7)x)o miatt SU(2) kétszeresen fedi SO(3)-at: +Uqs(7) ugyanazt
az Ry (v)-t adja.

Altalanosan igaz, hogy az SU(d) Lie-csoport d? — 1 (énadjungélt, nyomtalan) gene-
ratora megadhaté dgy, hogy szorzésuk a

d?-1
2 )
oo = &53%:1 + Z (djr + i fimt)ou (5)
=1

szabalynak tegyen eleget, ahol a d;i; és fjrn egyiitthatok valosak, és dji; az indexek
permutélasara teljesen szimmetrikus, fji; pedig teljesen antiszimmetrikus. (Az SU(2)
esetén (1) specidlisan dji = 0, fjm = €jx1-)

8. feladat — qutrites

Qutritek esetén dim H = d = 3, az 6nadjungalt linearis operatorok valds vektorterében
hasznalhatjuk a {I,o; | j = 1,2,...8} bazist, ahol I az identitds matrixszal, o;-k pedig
az SU(3) generatoraival, az ugynevezett Gell-Mann matrixokkal megadott operatorok.
Ezek szokasos reprezentécidja:

010 0 —i 0 1 0 0
or=1|1 0 0], oa=|i 0 , o5=10 -1 0],
0 0 0] 0 0] 0 0 0
0 0 1] 0 0 —i]
o1=10 0 0], o5=10 0 0],
1 0 0] i 0 0]
0 0 0] 0 0 0] L [rooo
oe=10 0 1|, or=10 0 —il, os=— 10 1 0
0 1 0] 0 i 0] V3lo 0 —2

Ekkor egy qutrit allapota megadhaté a



stirtiségoperatorral, ahol r € R® az dltaldnositott Bloch vektor, csak most — a qubitek
esetével ellentétben, — nem tudjuk megadni azt a C' € R® kompakt konvex halmazt (vagyis
konvex testet), amin beliili r vektorok ténylegesen allapotot adnak meg, vagyis pozitiv
szemidefinit 6nadjungélt operatort. (Itt most kicsit mas normélast hasznalunk, mint a
qubiteknél.) Trjuk fel o matrixat! Tekintsiink speciélis eseteket, vagyis rogzitsiink néhany
koordinatat! Milyen lehetséges értékeket vehetnek fel a kovetkezd specialis r vektorokban
szereplé paraméterek?

(0,0,...74,...,0) (csak egyetlen egyiitthaté nem nulla),

(0,0,73,0,0,0,0,75) (diagonalis),

(r1,72,73,0,0,0,0,0) (na ez vajon mi?),

(0,0,73,74,75,0,0,v/3r3) (és ez?),

(r1,0,0,74,0,76,0,0) (egy kicsit érdekesebb).

Szorgalmi: hatarozzuk meg a d;i és fjp egylitthatokat! (Hasznaljuk ki a szimmetriat,
antiszimmetriat! Lehet, hogy ez még igy is tul sok veszddség papiron, széval irhattok ra
programot. )

9. feladat — Douglas Hofstadter tiszteletére

A 7. feladat kicsit hossza, ugyhogy kett6t ér. A harmadik feladat most csak pluszpontért
van: talaljatok ki valamilyen frappéns, fizikailag motivalt problémafelvetésbsl adodo fel-
adatot a mai 6ra anyagahoz, és tovabbi pluszpontért oldjatok meg! (Marcius 18, a konvex
halmazos témakor.)



