Kvantumosszefonodés hazi feladat, 2016. aprilis 1. Hataridé 2016. aprilis 18.

10. feladat — Két klasszikus bit

Legyen X és Y két valoszintiségi valtozo, értékkészletiik (zo,z1) és (yo,y1), egylittes
eloszlasuk

(Px,v)i,j = PX,v:,j = Prob(,X-et mérve x;-t kapom €és Y-t mérve y;-t kapom”),

vagyis Pxy = (PX,v;0,0,PX,v,0,1,PX,v;10,Px,v;1,1) € Axy C R* Mik lesznek a margi-
nalisok, vagyis

(px)i = px.i = Prob(,, X-et mérve x;-t kapom”),

(py);j = py;j = Prob(,Y-t mérve y;-t kapom”).

[rjuk fel a dx, dy,; margindlis és dx vy, ; egyiittes tiszta &llapotokat is! Nézziik meg,
hogy dx v,i; = 0x, ® dy,;! Tiszta allapot margindlisa tiszta? Masrészt adjunk meg egy
egyenletet a korreldlatlan allapotokra, vagyis amikor pxy = px ® py.

11. feladat — Parcialis trace
Legyen Hio = H1 ® Ha, ekkor a parcialis trace-ek

try : LinHi2 — Lin%Hos, illetve

tro : LinHis — LinH; linedris miiveletek,
melyek egy elemi tenzoron megadva
tri(X ®Y) = (tr X)Y, illetve tro(X ®@Y) = X(trY),

a szokéasos trace miveletekkel. (Ez az a Lin{ — C linearis mitvelet, ami, megint csak
a |¢) @ (x| = |[¢)(x| elemi tenzorokon megadva, tr|y)(x| = (x|¥)). Adjuk meg ennek
hatésat a méatrixelemeken, vagyis ha

dy,d2,d1,d2

M= > M7, 0 e )i
1,3,1/,3'=1

akkor mik lesznek

try M = (try M) [5)(5'| s trg M = (trg M)'y|i)(i'|-beli

(try M) o 6s (trg M )%, matrixelemek? (Nem emlékszem, hogy 6ran mondtam-e, de gyak-
ran hasznéljuk a |i) := |@;) gyorsirast egy rogzitett ortonormalt bazis elemeire.)



A Pauli operatorok szokasos matrixai:
o1 o —i 1 o0
=000 Tl oo BT o -1

12. feladat — Két qubit operatorok, stritiségmatrixok

Tekintsiik két qubit rendszerét, Hio = Hi1 ® Hy, dimH1 = dimHy = 2. A Hq és Ho
linearis operatorait szokasosan felirhatjuk a Pauli matrixokat hasznalva bazisként: {oy =
I,01,09,03}, ebbdl adodott a Bloch-vektoros feliras egy qubit allapotaira. A ;o linearis
operatorainak terén ekkor bézist alkotnak a Pauli martixokbdl képzett elemi tenzorok
{op, ® 0oy, | p,v=0,1,2,3}. Egy két-qubit allapot ekkor felirhat6 pl
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ahol x,y € R3, z € R* @ R, és a gyorsiras xo = Z?:1 zio;, 20 ® 0 = Zij:l 20, @ 0.

Gondolhatunk ra agy is, mint

c R* 9 R

Adjuk meg a redukalt strtiségmaéatrixokat mindharom iménti alakra! Hogy néznek ki
az R egyiitthatok korrelalatlan (o = 01 ® p2) allapotra?

Sajnos most az R (vagy x,y,z) egylitthatokkal nem tudjuk altalanosan megfogal-
mazni, hogy milyen értékekre lesz o > 0. (Egy qubitnél ezt egyszertien a Bloch-vektor
hosszéval meg lehetett adni.) Viszont tekinthetiink speciélis eseteket. Legyen x = 0,
y = 0 és z diagonalis! Hivjuk ezt Pauli-diagondlis allapotnak! Irjuk fel ekkor o mét-
rixat, szdmoljuk ki a sajatértékeit, és adjuk meg, hogy milyen z értékekre lesz pozitiv
szemidefinit, (latunk itt valami geometriat a paraméterek (z!!, 222, 233) € R3 vektorara?)
valamint milyen z értékekre lesz tiszta &llapot!

A Bell-allapotok a két-qubit Hilbert-téren

Bo) = = (100) + 1)), Bi) = <= (01 + 10).

—i 1

Bs) = —(|01) — [10)), Bs) = —
B2) \/§(| ) —[10)) Bs) 7
Ezt Mdgikus bdzisnak is szoktdk hivni. Ellenérizziik le, hogy tényleg bazis, vagyis, hogy
ezek teljes ortonormélt rendszert alkotnak His-ben! (Vélalkozo szellemteknek: Ellehdriz-
ziik le azt is, hogy tényleg méagikus!) Masrészt ezek lokalis unitér ekvivalensek egymaéssal,

(Jo0) — [11)).



ehhez gyakorlasként mutassuk meg, hogy |B,) = o, ® I|Bg) (irjuk ki a |B,) vektoro-
kat és o, ® I matrixokat)! Vegyiink egy olyan stirtiség matrixot, amely ezek keveréke:
0= Zizo PulBu)(Bul, ahol p, > 0, Zi:o pu = 1. Ezt Bell-diagondlis dllapotnak hivjuk,
és a p € Az C R* sulytol fiigg, ami a 3-dimenziés szimplexben van. Ez konstrukciobol
adddoan pozitiv szemidefinit. Mik lesznek ennek az RM kifejtési egyiitthatoi? (Ehhez széa-
moljuk ki a 7, = |B,)(B,| tiszta allapotok RM egyiitthatoit!) Akkor most méar latjuk,
hogy mi lesz a Pauli-diagonalis allapotok geometridja?



