Kvantumosszefonodas hazi feladat, 2018. marcius 23. Hataridé 2016. aprilis 9.

16. feladat — Klasszikus csatornak

Az allapottér A = {p € R? | p > 0,5 ,p; = 1}, az A : A — A’ allapotterek kz-
ti (pozitiv és Osszegtartd) lineéaris leképezéseket sztochasztikus leképezéseknek nevezziik
(Markov leképezések, vagy klasszikus csatorndk), és ha még az egyenletes eloszlas fix-
pontjuk, akkor bisztochasztikusnak. Ezek sztochasztikus matrixokkal reprezentalhatoak,
melyek valos elemi d’ x d-s A méatrixok, melyekre A;; > 0 (,,pozitivitas”) és Z?/Zl Aij =1
(,0sszeg-tartas”), és ha még bisztochasztikusak is, akkor 2?21 Ajj =1 (egység-0rzés”).
- Zart rendszer id&fejlédése determinisztikus, ami azt jelenti, hogy tiszta allapothoz tisz-
tat rendel. Hogyan fognak kinézni az ezt leir6 sztochasztikus matrixok? Bisztochasztiku-
sak lesznek?

- A rendszerhez hozzatehetiink egy q € Ay allapottal leirt, t6le korrelalatlan segédrend-
szert (ancillanak is hivjak), vagyis A : Ax — Axy, hogy Ap = p ® q. Adjuk meg az A
sztochasztikus méatrixot! Bisztochasztikus lesz?

- Egy Osszetett rendszer egy részrendszerét eldobhatjuk, vagyis A : Axy — Ax, elemi
tenzorokon megadva A(p ® q) = p. Adjuk meg az A sztochasztikus matrixot! Biszto-
chasztikus lesz?

- Egy p allapoti rendszerhez hozzakeverhetiink ugyanilyen, de q &llapota rendszert,
vagyis A: A — A, hogy Ap = zp + (1 — z)q. Adjuk meg az A sztochasztikus matrixot!
Mikor lesz bisztochasztikus?

- Egy rendszert kicserélhetiink egy adott q allapott rendszerre, vagyis A : A — A, hogy
Ap = q barmely p-re. Adjuk meg az A sztochasztikus méatrixot! Mikor lesz bisztochasz-
tikus?

(Ha valaki nem tud elég jol banni az altalanos formalizmussal, akkor bitekre kiszamolva
is beadhatja a feladatot.)

17. feladat — Kvantum csatornak

Az allapottér D(H) ={o € Linga H | 0 > 0,tro =1}, a & : D(H) — D(H’) allapotterek
kozti (pozitiv és trace-tartd) teljesen pozitiv linearis leképezéseket sztochasztikus kvan-
tum leképezéseknek nevezziik (kvantum csatornék), és ha még a fehér zaj (éI) fixpontjuk,
akkor bisztochasztikusnak. A Kraus reprezentécio tétel azt allitja, hogy barmely kvantum
csatorna felirhato ®(p) = Zle K, 0K ZT alakban (,teljes pozitivitas”), ahol az tigynevezett
Kraus operatorok K; : H — H/, Zle KjKz = I (trace-tartas”), és ha még bisztochasz-
tikus is, akkor Zle KK j =1 (egység-6rzés”).

- Zart rendszer id&fejlédése determinisztikus, ami azt jelenti, hogy tiszta allapothoz tisz-
tat rendel. Hogyan fognak kinézni az ezt leir6 Kraus operatorok? A csatornék biszto-
chasztikusak lesznek?

- A rendszerhez hozzétehetiink egy q € D(Hanc) allapottal leirt, téle korrelalatlan segéd-
rendszert (ancillanak is hivjak), vagyis ® : D(H) — D(H ® Hanc), hogy ®(0) = 0® 04ne-



Adjuk meg ® Kraus operatorait! Bisztochasztikus lesz?

- Egy Osszetett rendszer egy részrendszerét eldobhatjuk, vagyis ® : D(H @ H') — D(H),
elemi tenzorokon megadva ®(p® ¢') = p. (Vagyis ® = try, a parcialis trace.) Adjuk meg
® Kraus operatorait! Bisztochasztikus lesz?

- Egy o allapott rendszerhez hozzakeverhetiink ugyanilyen, de o allapoti rendszert, vagy-
is @ : D(H) — D(H), hogy ®(0) = zo+ (1 —x)o. Adjuk meg & Kraus operatorait! Mikor
lesz bisztochasztikus?

- Egy rendszert kicserélhetiink egy adott o allapott rendszerre, vagyis ® : D(H) — D(H),
hogy ®(0) = o barmely p-ra. Adjuk meg ® Kraus operatorait! Mikor lesz bisztochaszti-
kus?

(Ha valaki nem tud elég jol banni az altalanos formalizmussal, akkor qubitekre kiszamol-
va is beadhatja a feladatot. A Kraus operatoros elGallitas altaldban nem egyértelm, elég
egyfélét megadni.)

18. feladat — Egy altalanositott mérés

Ez egy jo példa az altalanositott kvantum mérésre (kozvetett mérés). Nem nehéz, csak
hosszan irtam le.

Tekintstink egy Gsszetett kvantumrendszert, mely két részrendszerbdl all! Az egyik egy
atom, melynek csak két energiadllapotat tekintjiik: Hilbert tere Hatom = Span{|@atom,0) =
|A), |oatom,1) = |G)}, ahol a két ortonormalt vektor az ,alap” és a ,gerjesztett” allapo-
tot jeloli. A masik a fotontér egy modusa, amiben vagy nincs foton, vagy egyetlen foton
van: Hilbert tere Hroton = Span{|¢roton,0) = |N), |@Foton,1) = |V)}, ahol a két orton-
ormalt vektor a ,nincs foton” és a ,yvan foton”. (Itt kivételesen azért erdltetem ezeket a
betts jeloléseket az indexelés helyett, hogy latvanyosabban kiilonvaljon, hogy mi melyik
Hilbert-téren lesz.)

Adott idStartam alatt az alapallapotban levs atom p valoszintiséggel felvehet egy
fotont a fotontérbdl, és ekkor gerjesztett allapotba ugrik, illetve ugyanekkora valdszin-
séggel gerjesztett allapotban le is adhat fotont, és ekkor alapéllapotba esik.

Szeretnénk megtudni, hogy az atom milyen allapotban van. Ezt a { Py = |[A)(A], P =
|G)Y(G|} C LinHatom ortogonalis projektorokkal megadott Neumann mérés elarulna, de
tegyiik fel, hogy ezt nem lehet elvégezni. Mérni csak azt tudjuk, hogy kibocséatott-e egy
fotont az atom, vagyis csak a {Py = |[N)(N|, Py = |V)(V|} C Lin Hpoton ortogonalis
projektorokkal megadott Neumann mérést tudjuk elvégezni, melynek kimenetei a ,nincs
foton” és a ,yvan foton”.

A mérés eltt az atom allapotat a patom € Datom Striségoperator adja meg. Legyen
a fotontér ,lires” a mérés el6tt, ez gpoton = |N)(N| € Dpoton! Legyen az adott ideig tartod
kolesonhatasbol szarmazd unitér operator métrixa
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a fenti bazisokbol képzett szorzat-bazisban: |A) ® |N),|A) ® |V),|G) ® |N), |G) ®|V). Mit
jelentenek U métrixelemei? Ugye unitér?

Ha megszolal a fotodetektor a kolesonhatés ideje alatt, az a Py = |V)(V| € Lin Hpoton
projektornak megfelel§ esemény bekovetkezését jelenti, ha nem, az a Py = |[N)(N| €
Lin Hyoton-€t. Most azt nézziik meg, mi lesz az atom allapota ez utan. Ezt a mérést
megadhatjuk a kovetkets teljesen pozitiv leképezésekkel, melyeket az imént elmondottak
alapjan hegesztiink 6ssze a ,nincs foton” és a ,yan foton” kimenetelekhez

cI)N(QAtom) = tI'foton |:(I & PN)U(QAtom ® QFoton)UT(I & PN)T:| 5
(I)V(QAtom) = tI'foton [(I ® PV)U(QAtom ® QFoton)UT(I & PV)T} .

[rjuk fel a ®x(0atom); Pv(0Atom) € Lin Hatom operatorok matrixait! Ugye ezek a Oy, ®yv
leképezések nem novelik a nyomot? Ezekkel a mérés utani allapotok a két esetben

1

OAtom — Qgtom’(N) = m‘bN(QAtom% dN) = tr (I)N(QAtom)a
1

OAtom — QlAtom,(V) = %QV(QAtom)v q(V) =tr q)V(QAtom)-

Irjuk fel ezeket is! Ugye qNy + qevy = 17 (Ha nem, akkor valamit elrontottunk...) Mire
kovetkeztethetiink az egyes kimenetelekbdl (,nincs foton”, ,van foton”) az atom &allapotara
(,alap”, ,gerjesztett”)? Illetve irjuk fel a nem-szelektiv mérés eredményét is:

OAtom — Q{Atom =4qN) Qi&tom(N) + qaw) Q(Atom,(V) :

Ugye tr oy io = 17
Most hatarozzuk meg a Kraus operatorokat, vagyis a

(I)N(QAtom) = MNQAtolizv
¢V<9At0m) = MVQAtomM\T/

képletekben szerepls My és My € Lin Harom Operatorok métrixait! (Ebben a példaban
elegendd egyetlen Kraus operator mindkét kimenethez, nem kell tobb ilyen hatésat j-
re fel0sszegezni, zj MNngAtoliiI’ I ami az Orén tekintett teljesen altalanos eset volt.
Aki még nem faradt, az meggondolhatja, hogy ez azért van, mert 1-rangta projektorok
reprezentaltak a ,nincs foton” és a ,van foton” eseményeket Hpoton téren.) Ugye igaz,
hogy MIEMN <Tés M\T,MV < 1?7 (Onadjungalt matrixokra A < B, ha 0 < B — A.)

A kimeneti valoszintiségek a trace ciklikussaga miatt

gy = tr PN (0Atom) = tr MIJ{IMNQAtom’ by = MIT\IMN’
o~ nlone Mg, B -2t}

vagyis megkaphatoak a {En, By} C Lin Hatom pozitiv operator értékd meérték (POVM)
felhasznalasaval. Irjuk fel ezek matrixait, illetve ellendrizziik, hogy Ex + Fv = Iatom. Mi
lesz ezeknek a spektralfelbontasa? Ezek a Haiom Hilbert téren hatnak, benniik az Atom
allapotara vonatkozo események konvex kombinacioja jelenik meg. Gondolkozzunk el a
jelentésén: vagyis milyen jarulékok johetnek az atom allapotaibol a fotonszam mérésbe?



