Kvantumosszefono6dés hazi feladat, 2018. aprilis 13. Hataridé 2018. aprilis 30.

22. feladat — Majoralas klasszikus allapotokon

Legyenek p = (p1,...p4),9 = (q1,-..,94) € A d elemi diszkrét valoszintiségeloszlasok.
Ekkor p < q (p-t majoralja q) definicié szerint ha

k k
pr < Zqi, minden 1 < k < d-re.
i=1 1=1

(p — p' a csokkend sorrendbe rendezést jelenti.) Lassuk be, hogy ez permutécio erejéig
részben-rendezés, vagyis:

i)p=p,

(ii) p X q és q = r akkor p <r,

(ili) p = q és q < p akkor p* = q¥,

valamint néhany més tulajdonsagot:

(iv) barmely p eloszlasra (é, %, e é) <p=(10,...,0),

(v) adott g eloszlas altal majoralt eloszlasok konvex halmazt alkotnak, vagyis p1,p2 < q
akkor 0 < a < 1-re (ap1 + (1 — a)p2) = q,

(vi) minden p, amit majoral egy q, benne van q elemeinek 6sszes permutacidjaként elgallo
eloszlasok konvex burkaban.

(vii) Adjunk meg olyan p,q € A elemeket, melyekre p £ q és g A p. Mi az a minimalis
d, amire ilyen parokat talalhatunk?

23. feladat — Klasszikus entréopiak

A Shannon, a Tsallis és a Rényi entropidk:
S(p) = - _pilnp,
7
1
SES(P):H[ZP;J—Q, 0<gq,
i

1
Sy(p) = anp;.], 0<gq.
i

1—gq

(i) Lassuk be, hogy ¢ — 1 esetén mind a Tsallis, mind a Rényi entropia a Shannon
entréopidhoz tart:

. T o . : R —

lim S;°(p) = S(p), & lim Si(p) = 5(p).
(i) Azért hivjuk ezeket entropidknak, mert Schur-konkavok (tehat a kevertségrsl mon-

danak valamit), ekkor bisztochasztikus leképezések Markov-lancédban folyamatosan nem-
csokkennek. (f Schur-konkéav, ha p < q esetén f(p) > f(q).) Lassuk be, hogy a Shannon,



a Tsallis és a Rényi entropiak mind Schur-konkavok. (Hint: hasznaljuk az éran tanult té-
telt a Schur-konvexitésra.)

(i) Az a tulajdonsag, ami a Shannon entropiat kivalasztja, a rekurzivitas. Lassuk be az
egyszeri alakjat: p = (p1,p2,...,pq) eloszlas a (p1,p2, ..., apq, (1 — a)py) eloszlas durvi-
tasa, (mint mindig, 0 < a < 1,) ekkor a finomabb eloszlas entropidja né a durvabbéhoz
képest:

S((p1,p2; - - - apa, (1 — a)pa)) = S((p1,p2, - - -, pa)) + paS((a,1 —a)).

(Az oran felirt alak ennek kovetkezménye, és azért jobb, mert a kvantumos, tenzorszor-
zatos struktira jobban latszik majd benne. Viszont ahhoz nagyon sokat kellene frni. . . )

24. feladat — Klasszikus relativ enropia
P, q € A relativ entropidja, vagy Kullback-Leibler divergencidja:

d
S(plla) = Zpi(lnpi —Ing;) ha p; = 0 esetén ¢; = 0, kiilonben oo.
i=1

(i) Lassuk be, hogy S(pl||q) > 0, és S(p||q) = 0 akkor és csak akkor, ha p = q.

(ii) Tekintsiink egy kisérletet 2 kimenetellel, melyek valoszintiségeit a q = (q,1 — q)
adja meg! ElGszor irjuk fel annak a valoszintiségét, hogy a kisérletet k-szor elvégezve
a kimenetelek aranya maéasik, p = (p,1 — p), p # q valoszintiségekre vezet! Nagy k-ra
kozelitsiik ennek logaritmusat a Stirling formula felhasznalasaval: In k! =~ k1Ink — k. Mit
talalunk ekkor a kérdéses valosziniiség exponensében?

(iii) Mutassuk meg, hogy a relativ entropia a két argumentumaban egyiitt-konver, (nem
biztos, hogy ezt igy forditjak, jointly convex angolul,) vagyis

S(ap1 + (1 — a)pz|laqr + (1 — a)q2) < aS(p1lla1) + (1 — a)S(p2|az2), 0<a<l.



