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25. feladat — Kvantum allapotok dekompozici6i

Oréan volt: Ha dimH = d, és egy stirtiségmatrix spektralfelbontésa,

d
0= Nle(eil,  abol X >0, ) Ni=1, (@ile;) =5,
i=1
akkor barmely tetsz6leges m elemi (m > d) konvex dekompozicio

m
0= pil)(w;l,  ahol  p; =0, pi=1, [¢]* =1,

Jj=1

kifejthets a v/ \;|¢;) vektorokkal az U jl- kifejtési egyiitthato-matrixszal (m x d-s), melynek
oszlopai ortonormaltak (UTU = 14, izometria) a kovetkezéképpen:

d
Vi) = Z U7 v/ il i)
i=1

Ez volt a Schrodinger’s Mixture Theorem.

- Oréan lattuk, hogy hogyan irhatok fel az altalanos dekompozicié p;j keverési silyai a
spektrummal és az U jl- paraméterekkel. Hogyan is?

- Oran lattuk azt is, hogy ebbdl kénnyen kovekezett a HLP-lemma miatt, hogy p < A,
vagyis minden dekompozicié p keverési silyait majoraljak a spektrélis felbontas A keve-
rési stlyai, amik a sajatértékek. Miért is?

- Ezek szerint pedig S(p) > S(A), vagyis a lehetséges dekompoziciok sulyainak entropi-
aja (ezt az adott dekompoziciora vonatkozo keverési entropidanak is nevezik) a spektralis
dekompoziciora a legkisebb. Miért is? Barmilyen entrépiara, ugye?

- Mutassuk meg egy qubit példajan, hogy ha az &allapot nem tiszta, akkor a lehetséges
dekompoziciok keverési entropiaja feliilr6l nem korlatos! Tipp: Gondoljunk a %I teljesen
kevert allapotra, mely a Bloch gomb koézepe! Ennek egy m elemi dekompozicidja egy tet-
sz6leges f6koron egymast 27 /m szogre kovets m tiszta allapot egyenletes 1/m sulyokkal.
Altalanositsuk a gondolatmenetet tetszéleges

o=1(l+re), reR’ x| <1

N —

kevert allapotra. Adjuk meg expliciten egy m elemszdmu dekompoziciot, irjuk fel a ke-
verési entropiat (ha ez m-met névelve a végtelenbe tart, akkor jol okoskodtunk), és gya-
korlasképpen adjuk meg az U’; egyiitthatokat is!




26. feladat — Majoralas kvantumallapotokon

Klasszikus esetben igaz volt, hogy egy allapot altal majoralt allapotok egy konvex hal-
mazban vannak, amit az allapot 6sszes permutéaltjanak konvex burkaként kapunk, vagyis
P,q €A,

qu <~ ElaiEO,Zaizl hOgy p:ZaiSiq,
[ %

ahol S;-k permutacios matrixok, tehat elegendd, ha ¢ maximum d!-ig megy, ahol d az
eloszlasok hossza. (Igazédbol a Carathéodory tétel miatt d is elég lenne. ..) Bizonyitsuk
be az allitas kvantumos megfelelgjét (Uhlmann majoralasi tétel): o, 0 € D,

o0 = Ja; > 0, Zai =1 hogy o= ZaiUio—U;,
% )

ahol U; € U(H) unitér operatorok, és — noha végtelen sok unitér matrix van, de — ele-
gendd, ha ¢ maximum dl-ig megy, ahol d = dimH. (A majoralas kvantumallapotokon
a klasszikus &llapotokon értelmezettel definidlt: ¢ < o definicié szerint ha Spectp =
Spect o. A klasszikus allapotokon pedig lasd a 22. feladatban (HF08.pdf).)

Legyen dim#H = 2 (qubit), rajta po,0 € D(H) &allapotokkal, melyek Bloch-vektoros
felirasa:

0= 5(+r0), o= (I+s0), ahol rscR |r]|s| <1

Mit jelent az r, s Bloch-vektorok nyelvén, hogy ¢ =< ¢? Hogyan tudjuk szemléltetni a
fenti tételt ekkor?

27. feladat — Kvantum relativ entrépia

A kvantum relativ entropia: p,0 € D(H) allapotokra
S(o|lo) =tro(lnp —Ino) ha Supp ¢ C Supp o, kiilonben oc.

Bizonyitsuk be, hogy ez nemnegativ, és 0 akkor és csak akkor, ha o = o.
Ehhez bizonyitsunk egy er&sebb allitast:

Slello) > 5 tx(o — o)

(Hint: Ehhez igazoljuk, majd hasznaljuk fel a kovetkezd, n(x) = —zlnz fliggvényre
vonatkoz6 egyenl6tlenséget:

(CB - y)27

| =

—n(z) +n(y) + (z —y)n'(y) >

ahol a ’ derivalast jelent. Ezt kovetGen hasznaljuk fel a méatrixkalkulusbeli eredményt,
hogy ha ¢j, valos szamokra, fi, gi valos fliggvényekre >, ¢y fr(2)gr(y) > 0, akkor ha x



és y helyére A és B dnadjungalt matrixokat irunk, akkor igaz a Osszefliggés a nyomra:
>y ek tr(fr(A)gr(B)) > 0.)

Legyen dimH = 2 (qubit), rajta o,0 € D(H) allapotokkal, melyek Bloch-vektoros
felirasa:

o= 5(+r0), o= (I+s0), ahol rseR |r]]s| <1

Adjunk meg valamilyen nem til szérnyen kinézé formulat ezek kvantum relativ entropi-
ajaral (Ez az unitér invariancia miatt felirhat6 csupan a két Bloch-vektor hosszaval és
kozbezart szogilikkel. Az viszont altalaban nem igaz, hogy a kvantum relativ entrépia a
spektrumok klasszikus relativ entropiaja lesz. Van olyan eset, amikor mégis?)



